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1 Khéi niém &nh xa tuyén tinh
2 Ma trin cla 4nh xa tuyén tinh

3 Tri riéng va véc to riéng
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3. TRI RIENG VA VEC TG RIENG a

Muc tiéu

- Kién thdc: Sinh vién hiu dugc khai niém gia tri riéng, véc to riéng, ma tran chéo hod dugc.

- Ky niang: Tim dugc gia tri riéng va véc to riéng clia ma trin va toan ti tuyén tinh, dua ma trdn chéo hos
dugc vé dang chéo va thuc hién chéo hoj todn tlr théng qua ma trin cha né.

NGi dung
3.1 Dinh nghia
3.2 Chéo hod ma tran

3.3 Chéo hoé toan tir tuyén tinh
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3.1 Dinh nghia 1

Trong phan ndy ta sé ludn xét V' 13 khéng gian véc to n chiéu trén trudng sb K va f 13 toan tir tuyén tinh trén V.

Dinh nghia
S8 A € K duoc goi |a gid tri riéng hay tri riéng clia f néu ton tai véc to u # 6 sao cho f(u) = Au. Khi dé ta néi

u |3 véc to riéng (ng véi gia tri riéng A.
v

Vi du
Xét anh xa f : R? — R? dugc xac dinh bdi: f(z,y) = (y,2) ¥ (z,y) € R®.
Ta cé:
f-1) = (=51) = (=1).(1; -1)
nén A = —1 la mot gia tri riéng cha f va (1;—1) la véc to riéng tuong tng véi nb.

(HUST) MI1141-CHUONG 4-BAl 3 2023 4/23



3.1 Dinh nghia ol

sam

Tinh chit cha véc to riéng va gia tri riéng
1. Véc t6 riéng clia phép bién d8i tuyén tinh cé gi4 tri riéng duy nhét.

2. N&u u 13 véc to riéng Ging véi gid tri riéng A va 0 # k € K thi ku ciing |3 vectd riéng dng véi cling gia tri
riéng .

3. N&u wi, us 13 hai véc to riéng dbc 1ap tuyén tinh cla todn tir tuydn tinh f véi cling mét gia tri riéng A thi
tong w1 + w2 cling |3 vecto riéng ting véi gid tri riéng .
4. N&u w1, ua, ..., us 13 cic véc to rigng dbc lap tuyén tinh cla todn td tuyén tinh f véi cling mét gid tri riéng A

7
A

thi moi t8 hop tuyén tinh khéng tAm thudng clia cic véc to ndy ciing 13 mdt véc to riéng véi gia tri riéng .
v

Nhan xét

Tap hop gdm véc to khdng vd moi véc to riéng ting véi gi tri riéng A clia f 13 mét khdng gian con clia V. Khéng
gian nay dugc goi la khdéng gian con riéng dng vdi gia tri riéng A cta f . Ki hiéu 1a V.

v
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3.1 Dinh nghia ol

Ménh dé

N&u wy,us, ..., us 13 cic véc to riéng doc 1ap tuyén tinh clia f véi gi tri riéng A1 va vy, va, ..., vr 13 cc véc to
riéng déc lap tuyén tinh cla f vdi gia tri riéng A2 (A1 # A2) thi hé

S = {u1, ..., Us, V1, ..., Ur }

13 déc 1ap tuyén tinh.

Chitng minh That vy, gid st nguoc lai, hé S 13 phu thudc tuyén tinh. Khi dé ton tai cac sb ki, ..., ks, 11, ..., Ir
thudc trudng K, khéng cling bing 0 tit ¢ sao cho

kiur + ... + ksus = liv1 + ... + v,
Né&u ca hai vé& cing bing 8 thi moi k;, l; cling bing 0 theo gia thiét {u1,us, ..., us} va {v1, vz, ..., v} déc 1ap
tuyén tinh . Bay gid gia thiét ring hai vé& clia ddng thic trén khac 6. Khi d6 theo tinh chit 4. vé tréi 13 mét véc
to riéng cha f véi gid tri riéng A1, va vé phai I3 mbt véc to riéng cha f véi gid tri riéng A2. Diéu nay 13 tréi véi
tinh chat 1. Béi vay hé S 13 d6c 1ap tuyén tinh.

Hé qua

Néu f c6 céc gia tri riéng A1, Az, ... Ae(Ng # NjVi # j, 0,5 = 1,... k) va u1,uz, ... ux 13 k véc to riéng tuong
tng thi wi,us, ... ux la déc |ap tuyén tinh.
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3.1 Dinh nghia a
Bai toan tim véc to riéng va gia tri riéng
Trong khéng gian véc to n chiéu V chiing ta d3 chon mét co s6

B = {vi,v2,..,0n}

va gid stt A = (aij)nxn 13 ma trén cla toan tir tuyén tinh f dbi véi co s& nay.
Gid st A\ la mot gia tri riéng cla f va u la mét véc to riéng clia né. Khi dé

fw) =Au

Ta c6
Do dé

Tuong duong véi

(A= XD)[ulg =0 (1)
trong dé I 13 ma tran don vi. Gid st (z1, z2, ..., Tn) |2 toa d6 cla u d8i véi co & Bva X = [u] la toa db cét
cla u. Phuong trinh (1) trd thanh

(A=ADX =0. (2)
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3.1 Dinh nghia ol

sam

Bai toan tim véc to riéng va gia tri riéng
Phuong trinh ma trén nay biéu di&n mét hé n phucng trinh tuyén tinh dgng chpn an

(a11 — AN)z1 +a2z2 + -+ anzn = 0

a21T1 + ((122 — )\)$2 + -4 amrn= 0
An1T1 + an2Z2 + -+ (@pn — N)zpn = 0.
N6 c6 nghiém khéng tAm thudng khi va chi khi dinh thiic

|A—XI|=0 (3)

Dinh thic |[A — AI| 13 mdt da thic bic n ddi véi X. N6 duoc goi 13 da thic ddc trung cha ma tran A, hay cda
todn tir tuyén tinh f.

Phuong trinh (3) dugc goi la phuong trinh dic trung cda todn tir f, va ciling dugc goi |a phuong trinh dic trung
clia ma trdn A.

v
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3.1 Dinh nghia ol

sam
Bai toan tim véc to riéng va gia tri riéng
Céc nghiém cda phuong trinh (3) |a cac gia tri riéng cla f, va ciing dugc goi 1a cic gid trj riéng chia ma tran A.

Véi mbi gia tri riéng A tim dugc nhu 13 nghiém clia phuong trinh dic trung (3) chling ta thay vao phuong trinh
(2) dé tim vecto riéng w.

Dinh ly

S6 X\ € K 13 mt gi tri riéng clia f khi va chi khi né I3 nghiém clia phuong trinh d3c trung clia phép bién déi nay.
v

Nhan xét

1. Da thiic dic trung 13 da thic bac n, t8ng cic nghiém ciia da thiic (tinh ca nghiém phiic néu c6) ludn bing
tong cac phan tlr trén dudng chéo chinh cla ma trdn. D6 ciing chinh 13 tdng cha cic gia tri riéng thu dugc
(tinh c3 gid tri riéng phdc néu cd).

2. CAc gia tri riéng cha todn tir tuyén tinh trong mét R-khdng gian véc to chi tinh cic nghiém thuc cla
phuong trinh d3c trung.
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3.1 Dinh nghia el

Céac budc tim gia tri riéng va véc td riéng chia toan tir tuyén tinh
Budc 1. Viét ma tran A cla f theo mét co sé B cha V.

Budc 2. Gidi |[A — AI| =0 tim gi4 tri riéng.

Budc 3. Gidi (A — AI)[u]s = 0 véc ta riéng tuong tng véi .

Vi du

Cho toan tir tuyén tinh f : R® — R® dugc xac dinh bai:

f(z,y,z) = (—2y — 3z, —2x — 32,2z + 5y + 52)

Tim gié tri riéng va vecto riéng cla f.

Loi giai Ta c6 ma tran A cha f d6i véi co s6 chinh tic ctia R® 13

0 -2 =3
A=1-2 0 -3
2 2 5
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3.1 Dinh nghia

Phuong trinh dic trung (3) cla f c6 dang

Sau khi tinh dinh thic & vé trai ta dugc

o (A -

- -2 -3
-2 -x -3 =0.
2 2 5-A

N -5 48N —4=0
N%) — (4N —4N) + (4A —4) =0

& A—1)(A—4r+4) =0.

Bai vay, phuong trinh d3c trung cé hai nghiém A\ = 1, Ay = 2.
Dé tim véc to riéng ching ta gidi hé phuong trinh (2).
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3.1 Dinh nghia a

@ V6i A =1, hé phuong trinh (2) c6 dang

—T1 — 2%2 — 3:63 =0
—2x1 — 22 — 323 =0
2x1 + 2x0 + 4x3 = 0.
Nghiém cuta hé la cic véc to cb toa dé {(c, —c,¢), ¢ € R}. Tir d6 ta c6 khéng gian con riéng

Va=1 = span{u1 = (1;—1;1)} ling véi gia tri riéng A = 1.
Céc véc to riéng dng véi gia tri rieng A = 1 1a: {t1(1;—1;1),¢ # 0}.

@ V6i A =2, hé phuong trinh (2) c6 dang
—2I1 — 2$2 — 3183 =0

—2x1 — 2292 — 323 =0 < 211 + 229 + 323 = 0.

2x1 +2x2 + 323 =0
Nghiém cuta hé la cic vecto c6 toa d6 1a {(3¢,3d, —2(c + d)), c,d € R}. Ta c6é khdng gian con riéng ting
véi gid tri riéng A = 2 1a Via—z = span{u2(3;0; —2),u3(0; 3; —2) }, do d6 cac véc to riéng la:
{t2(3;0; —2) + t3(0; 3; —2), 15 + 3 # 0}.
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3.2 Chéo hoa ma tran 1

sam

Dinh nghia

Cho A Ia ma trén vuéng cép n. A dugc goi |1a ma tran chéo hoa duoc néu né déng dang v6i ma trdn dudng
chéo, tic 1a ton tai mét ma trén khéng suy bién P sao cho

PlAP=D

véi D la ma trdn dudng chéo.
Ma trdn P dua A vé dang chéo dugc goi Ia ma trén lam chéo hoa ma tran A.

Dinh ly

Cho A, B 13 hai ma tran déng dang. Khi d6 A, B sé& c6 cling da thic dic trung, va do dé cé ciing cac tri riéng.
v

Chitng minh Ta c6 ton tai ma tran khéng suy bién P sao cho:
B=P'AP
Suy ra
|IB—XM|=|P 'AP — P"'A\IP| = |P"'(A - \)P|
— [PY|(A = AI|IP| = A= Al
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3.2 Chéo hoa ma tran

Bo dé

N&u A1, Xz, ..., Ak 13 cac tri riéng phan biét cha ma tran A thi cic véc to riéng tuong ing v1,va, . . ., Uk tuong

tng 13 déc 1ap tuyén tinh.

Dinh Iy

A 12 chéo hod dugc khi va chi khi A c6 n véc to riéng doc lap tuyén tinh.

Chitng minh N&u A dua vé dang dudng chéo ngha 13 tdn tai mét ma tran P sao cho

A 0 .. O
PlAp — 0 X .. O —D
0 0 . A
Suy ra
AP =PD
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3.2 Chéo hoa ma tran el
Gid sit P = (v1v2 ... vp) V6i {v1,v2,...v,} 13 cdc véc to cbt clia P, ta cd
Avy = Mv1, Ava = Aava, ... Avn = ApUn.

Nhu vdy A cé n véc to riéng 1a v1,va, ..., Un.
Ngugc lai, gia si A cé n véc to riéng {u; | i =1,2,...,n} véi

Au1 = )\1’(L1,A’ll,2 = )\2%2, . Aun = )\nun.
Khi d6 ta xay dung ma tran P c6 {ui,usz,...,un} 13 cic véc to cbt

P = (uiuz...un)

Khi dé
A 0 0
AP— P 0 A 0
0 0 An
nén
A0 0
plap— |0 A 0
0 0 ... An

Nhu vy A chéo hod dugc. )
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3.2 Chéo hoa ma tran el

Vi du
Cho ma tran
1 —4 -8
A=|—-4 7 -4
-8 —4 1

Chéo hod ma trdn A.

Loi giai
Tacd |A—A|=—(A—-9)%2A+9).
Véi A1 =9, hé phuong trinh (A — AI)X = 0 tuong duong véi phuang trinh
211 + x2 + 223 = 0.
Bdi vay khong gian con riéng ing v6i A =9
Vazo = {u = (¢, —2¢ — 2d,d), ¢,d € R} = {u = ¢(1;-2;0) + d(0; —2; 1), ¢,d € R}.

Ta dugc mét co sé clia khdng gian riéng con nay 1a u1 = (1; —2;0), uz = (0; —2;1).
Véi A2 = —9, hé& phuong trinh (A — AI)X = 0 tuong ducng véi hé phuong trinh
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3.2 Chéo hoa ma tran a

1 —4xo +x3=0

—4xy — 1622 — 423 =0
4x1 + 229 — Dxs = 0.

—1OZB1 — 41’2 — 8:1;’3 =0 {
—8x1 —4x2 + 10x3 =0

B&i vay khong gian riéng ing v6i A = —9
Vaz—o ={v=(2t,t,2t), t e R} = {v =1(2;1;2), t € R}.

Ta chon mdt vects co s cla khdng gian riéng con nay la uz = (2,1,2).

Khi dé
1 0 2
P=[(-2 -2 1
0o 1 2
thod man
9 0 0
P'AaP=D=[0 9 o0
0 0 -9
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3.2 Chéo hoa ma tran a

Quy trinh chéo hoa ma tran
Budc 1. Tim céc gié tri riéng cla cia ma trAn A tir viéc gidi phuong trinh da thic
det(A — \I) = 0.

Budc 2. V6i mdi gi tri rieng \; (i = 1,2, ..., ), tim m&t co s6 B; clia khdng gian con riéng tucng tng 1a khdng
gian nghiém cha hé phuong trinh:

(A= MDX =0.
Budc 3. Lap B la hgp cic co sé B; vira tim dugc & Buéc 2 d& thu dugc cac véc to riéng. N&u sb véc to bing n,
gid sit B = {u1,...,un}, thiét 13p ma trdn chéo héa P véi cot thit j 13 véc to uj, P = (uiuz...un).

Khi d6 ma trin P sé lam chéo hod ma trin A, hon nira
P'AP = diag[A1, Az, - . -, An]

trong dé \;(i = 1,2,...,n) 1a céc tri riéng dng véi véc to riéng u;.
Néu sé véc to trong B nhd hon n, két ludn ma trAn A khéng chéo hod dugc.
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3.2 Chéo hoa ma tran 1

sam

Ta s& chi ra ring ¢ nhiing ma tran khéng dua dugc vé dang chéo.

Vi du
Cho ma tran
1 0 0
A=1[-1 1 2
3 0 1

Da thic dic trung Pa(M\) = (1 — A)3, nén ma tran chi c6 mdt gié tri riéng 13 A\ = 1. Tuy nhién véi A = 1 hé
phuong trinh xac dinh cac vecto riéng la

—x1 +2x3 =0
37]1 = 0.

Do d6 nghiém cua hé cé dang (0 ¢,0), ¢ € R. Nhu vy, khong gian nghiem cGa hé nay 13 mét chiéu nén hé vecto
riéng déc 13p tuyén tinh chi gdm mét vecto, do dé6 A khéng thé dua vé& dang chéo.

v
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3.3 Chéo hoa toan t tuyén tinh 1

sam

Cho V 13 khéng gian véc to trén trudng K va f 13 todn tl tuyén tinh trong V. Ta d3 biét ma tran cha f tuong
ing véi cac co s khac nhau clia V' 1a dong dang véi nhau. VAy cé ton tai co sd cta V' dé ma trin cla f tuong
tng véi co s6 dé cb dang chéo?

Dinh nghia

Cho V 13 khéng gian véc to trén trudng K va f 13 todn ti tuyén tinh trong V. f dudc goi 13 chéo hoa dugc néu
ton tai mét co sé B cia V' dé cho ma trén cla f tuong tng véi co sé dé la ma trén chéo. Qua trinh tim co sé B

dugc goi la qué trinh chéo hod f.
.

Dinh ly
Cho f 13 toan ti tuyén tinh trong khéng gian véc to V.
1. f chéo héa dugc

2. f cb n véc to riéng déc 1ap tuyén tinh

3. Ton tai mét co sé chia V' gbm nhiing vecto riéng clia f.
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3.3 Chéo hoa toan t tuyén tinh 1

sam

Quy trinh chéo hoé toan ti tuyén tinh

Budc 1. Chon mdt cd s& E tuy y clia V (thudng 13 co s6 chinh tic). Tim ma tran A cla f déi véi B.

Budc 2. Chéo hod ma tran A. N&u A khéng chéo hoé dudc thi f khéng chéo hod duoc (khéng tdn tai co s& B
ctia V d€ ma tran cha f dbi véi B |3 ma tran chéo). Néu A chéo hos ducc chuyén sang budc 3.

Budc 3. Gid st P |a ma trin |lam chéo hod A. Xét co s B clia V sao cho P |a ma trin chuyén tl co sé F sang
B. Khi d6 ma tran clia f dbi véi B 1a P~*AP |3 ma tran chéo.

v

Vi du

Cho toan tir tuyén tinh f trong R® c6 ma tran dbi véi mét co s clia R?

1 0 0
A=1(2 3 1
3 1 3

Chéo hoa toan tif tuyén tinh f.
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3.3 Chéo hoa toan t tuyén tinh 1

SAMI

Ta cé:
1—A 0 0
det(A—X)=0< 2 3—A 1 =1-XN(d-XN(2-)=0.
3 1 3—A
Vay cicgid tririéngcia Ala: A=1,A=2,\A=4.
DE tim véc to riéng ta gidi hé phuong trinh (2).
Véi A = 1, hé phuong trinh (2) cé dang

21 +2x2 + 23 =0
3x1 + a2 +2x3 =0

Hé nay tuong duong véi hé
1+ 2224+ 323 =0
—3x2 +x3 =0.

Tur d6 suy ra nghiém cta hé |a cic vecto c6 toa d6 {(—5t,t,3t), t € R}. Chdng lap thanh mot khdng gian con
mdt chiéu ma co s6 1a véc to ui cb toa d6 (—5;1;3).
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3.3 Chéo hoa toan tir tuyén tinh el
Vé8i A = 2, hé phuong trinh (2) c6 dang

—T =0

2z1 + 22+ 23 =0

3z1+224+23=0
Nghiém cta hé Ia cic vecto c6 toa db 1a {(0,¢, —t), t € R}. Chdng Iap thanh mdt khdng gian con cé co sd la
vectd: uz(0;1; —1).
Vé&i A = 4, hé phuong trinh (2) c6 dang

—3ZB1 = 0

201 —x2 +2x3 =0

3r1 +x2—2x3=0
Nghiém cta hé 13 céc vecto cé toa dd la {(0,¢,t), ¢t € R}. Chdng lap thanh mét khdng gian con c6 co sb la
vecta: uz(0;1;1).
Ta c6 B = {u1,uz,u3} 13p thainh mdt co s6 cla R* gébm nhiing véc to riéng cla f. Khi dé dbi véi co s& nay ma
trén cta f cé dang:

1 0 0
A=(0o 2 o0
0 0 4
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