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1.1 Định nghĩa

Định nghĩa ánh xạ tuyến tính

Cho V và W là hai không gian véc tơ trên cùng trường số K (K là R hoặc C). Ánh xạ f : V → W được gọi là
ánh xạ tuyến tính nếu:

i) f(u+ v) = f(u) + f(v), ∀u, v ∈ V ,

ii) f(ku) = kf(u), ∀k ∈ K, u ∈ V .

Trong trường hợp W ≡ V , ánh xạ tuyến tính f : V → V còn được gọi là một toán tử tuyến tính (hay phép
biến đổi tuyến tính ) của không gian véc tơ V.

Chú ý 0.1

Từ định nghĩa ta dễ dàng suy ra rằng ánh xạ f : V → W là ánh xạ tuyến tính khi và chỉ khi

f(ku+ lv) = kf(u) + lf(v)

∀u, v ∈ V, k, l ∈ K.
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1.2 Ví dụ
Các ánh xạ sau là ánh xạ tuyến tính:

1. Ánh xạ không f : V → W, f(v) = θW .

2. Ánh xạ f : V → V, f(v) = αv, α ∈ R là một phép biến đổi tuyến tính. Đặc biệt α = 1 thì phép biến đổi này
trở thành phép đồng nhất của V , tức là nó giữ nguyên mọi phần tử của V.

3. Phép chiếu f : R2 → R2, f(x, y) = (x, 0).

4. Ánh xạ f : R2 → R, f(x, y) = 2x+ 3y.

5. Ánh xạ f : R3 → R2 được xác định bởi

f(x1, x2, x3) = (x1 − 3x2 + x3, x1 + 2x3).

6. Cho ma trận A ∈ Mm×n(R). Ánh xạ f : Mn×1(R) → Mm×1(R) được xác định bởi

f(X) = AX

Thật vậy, với mọi X,Y thuộc Mn×1(R) và k ∈ R ta có:

f(X + Y ) = A(X + Y ) = AX +AY ) = f(X) + f(Y ),

f(kX) = A(kX) = f(AX) = kf(X).
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1.2 Ví dụ

Các ánh xạ sau không là ánh xạ tuyến tính:

1. f : R2 → R2, f(x, y) = (x+ 1, y).

2. f : R2 → R, f(x, y) = x2 + 1.

3. f : R → R, f(x) = sinx.
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1.3 Tính chất của ánh xạ tuyến tính

Mệnh đề

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f : V → W là ánh xạ tuyến tính. Khi đó:

1. f(θV ) = θW ,

2. f(−v) = −f(v), ∀v ∈ V ,

3. f(u− v) = f(u)− f(v), ∀u, v ∈ V .

4. f(k1u1 + k2u2 + · · ·+ knun) = k1f(u1) + k2f(u2) + · · ·+ knf(un), ∀u1, · · · , un ∈ V ; k1, . . . , kn ∈ R.
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1.3 Tính chất của ánh xạ tuyến tính

Định lý

Giả sử {v1, v2, . . . , vn} là một cơ sở của K-không gian véc tơ V và {w1, w2, . . . , wn} là một hệ véc tơ tùy ý của
W (chúng có thể không nhất thiết khác nhau). Khi đó tồn tại duy nhất một ánh xạ tuyến tính f : V → W sao
cho

f(vi) = wi, i = 1, 2, . . . , n.

Chứng minh
Mỗi vectơ v ∈ V biểu diễn được duy nhất dưới dạng

v = k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn.

Khi đó ta định nghĩa một ánh xạ f : V → W bởi

f(v) = k1w1 + k2w2 + · · ·+ knwn.
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1.3 Tính chất của ánh xạ tuyến tính

Dễ dàng thử lại rằng ánh xạ f định nghĩa như vậy là một ánh xạ tuyến tính. Hơn nữa, trong biểu thức định nghĩa
của f với mỗi i cố định ta chọn ki = 1 và kj = 0 nếu j ̸= i, ta sẽ được

f(vi) = wi, i = 1, 2, ..., n.

Bây giờ nếu g : V → W cũng là một ánh xạ tuyến tính thỏa mãn g(vi) = wi, i = 1, 2, ..., n, ta sẽ chứng tỏ rằng
g = f .
Thật vậy, với mọi v ∈ V ta có

g(v) = g(k1v1 + k2v2 + ...+ knvn)

= k1g(v1) + k2g(v2) + ...+ kng(vn)

= k1w1 + k2w2 + ...+ knwn = f(v).
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1.3 Tính chất của ánh xạ tuyến tính

Các phép toán

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f, g là ánh xạ tuyến tính từ V → W . Khi đó

1. Tổng của hai ánh xạ này, ký hiệu f + g, là ánh xạ f + g xác định bởi

(f + g)(v) = f(v) + g(v), ∀v ∈ V.

2. Tích của một số k ∈ K với ánh xạ tuyến tính f là ánh xạ kf xác định bởi

(kf)(v) = kf(v), ∀k ∈ K, ∀v ∈ V.

Mệnh đề

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f, g là ánh xạ tuyến tính từ V → W . Khi đó

1. Tổng f + g : V → W là ánh xạ tuyến tính

2. Với k ∈ K, tích kf : V → W là ánh xạ tuyến tính
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1.3 Tính chất của ánh xạ tuyến tính

Mệnh đề

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K. Tập hợp

Hom(V,W ) = {f : V → W |f tuyến tính}

cùng hai phép toán trên là không gian véc tơ trên trường K.

Mệnh đề

Cho V,W,Z là các không gian véc tơ trên trường số K và các ánh xạ tuyến tính:

V
f→ W

g→ Z

Khi đó hợp thành g ◦ f : V → Z cũng là một ánh xạ tuyến tính.
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Khi đó

Kerf := {v ∈ V |f(v) = θW } = f−1({θW })

được gọi là hạt nhân của f .

Imf := {f(v)|v ∈ V } = {w ∈ W |∃v ∈ V, f(v) = w} = f(V )

được gọi là ảnh của f .

Ví dụ

Tìm hạt nhân và ảnh của ánh xạ sau:

1. f : R2 → R2, f(x, y) = (x, 0).

2. f : R2 → R, f(x, y) = 2x+ 3y.
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Lời giải

1. Theo định nghĩa
Kerf = {(x, y) ∈ R2|f(x, y) = (0; 0)}.

Ta có f(x, y) = (0; 0) ⇔ (x, 0) = (0; 0) ⇔ x = 0.
Do đó Kerf = {(0, y), y ∈ R} = span{(0, 1)}.
Theo định nghĩa

Imf = {(a, b) ∈ R2|∃ (x, y) ∈ R2, f(x, y) = (a, b).}
Ta có f(x, y) = (a, b) ⇔ (x, 0) = (a, b).
Phương trình có nghiệm khi và chỉ khi b = 0.
Vậy Imf = {(a, 0), a ∈ R} = span{(1, 0)}.

2. Kerf = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 2x+ 3y = 0} = {(3t,−2t), t ∈ R} = span{(3,−2).}
Imf = {a ∈ R,∃ (x, y) ∈ R2, f(x, y) = 2x+ 3y = a}.
Phương trình 2x+ 3y = a có nghiệm với mọi a nên Imf ≡ R.
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Định lý

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Khi đó:

1. Kerf là một không gian véc tơ con của V .

2. Imf là một không gian véc tơ con của W .

Chứng minh

1. Lấy u, v bất kỳ thuộc Kerf ta có f(u) = f(v) = θW .
Với mọi k, l thuộc R thì

f(ku+ lv) = kf(u) + lf(v) = θW .

Do đó (ku+ lv) thuộc Kerf .
Vậy Kerf là một không gian véc tơ con của V .

2. Lấy u′, v′ thuộc Imf , khi đó tồn tại u, v thuộc V sao cho f(u) = u′, f(v) = v′.
Với mọi k, l thuộc R thì f(ku+ lv) = ku′ + lv′, do đó (ku′ + lv′) thuộc Imf .
Vậy Imf là một không gian véc tơ con của W .
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Chú ý

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Xét hệ véc tơ
S = {v1, . . . , vm} của V và f(S) = {f(v1), . . . , f(vm)} của W. Khi đó:

1. Nếu hệ S là phụ thuộc tuyến tính thì hệ f(S) cũng phụ thuộc tuyến tính.

2. Nếu hệ f(S) là độc lập tuyến tính thì hệ S là độc lập tuyến tính.
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Định lý

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Nếu hệ véc tơ
{v1, . . . , vm} của V là một hệ sinh của V thì hệ véc tơ {f(v1), . . . , f(vm)} là hệ sinh của Imf . Hơn nữa
Imf = span{f(v1), . . . , f(vm).

Chứng minh Lấy w bất kỳ thuộc Imf , khi đó tồn tại v ∈ V sao cho w = f(v). Do span{v1, v2, . . . , vm} = V
nên tồn tại λ1, λ2, . . . , λm sao cho:

v = λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm.

Từ đó ta có:

w = f(v) = f(λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λmvm) = λ1f(v1) + λ2f(v2) + . . .+ λmf(vm).

Điều này chứng tỏ Imf ⊂ span{f(v1), . . . , f(vm)}. Mặt khác span{f(v1), . . . , f(vm)} ⊂ Imf. Vậy
Imf = span{f(v1), . . . , f(vm)}.
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Các bước xác định không gian ảnh Imf

Bước 1. Chọn một hệ sinh (thông thường ta chọn một cơ sở) B = {v1, . . . , vn} của V.
Bước 2. Tìm ảnh của B qua f :

S = f(B) = {f(v1), f(v2), . . . , f(vn)}.

Bước 3. Kết luận Imf = span(S) = span{f(v1), . . . , f(vn)}.

Định lý về số chiều

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K với dimV < +∞ và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Khi
đó:

dim Imf + dimKerf = dimV
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính

Chứng minh
Giả sử dimKerf = r và dim Imf = s.
Chọn {u1, u2, . . . , ur} là một cơ sở của Kerf và chọn {v′1, v′2, . . . , v′s} là một cơ sở của Imf . Khi đó tồn tại các
véc tơ v1, v2, . . . , vs thuộc V sao cho f(vi) = v′i, i = 1, s.
Ta sẽ chỉ ra hệ véc tơ {u1, u2, . . . , ur, v1, v2, . . . , vs} là một cơ sở của V.
Thật vậy, giả sử:

k1u1 + k2u2 + . . .+ krur + l1v1 + l2v2 + . . .+ lsvs = θV , ki ∈ R ∀i = 1, r, lj ∈ R ∀j = 1, s (1)

Khi đó
f(k1u1 + k2u2 + . . .+ krur + l1v1 + l2v2 + . . .+ lsvs) = θW

Suy ra
k1f(u1) + k2f(u2) + . . .+ krf(ur) + l1f(v1) + l2f(v2) + . . .+ lsf(vs) = θW

Do u1, u2, . . . , ur thuộc Kerf nên f(ui) = 0∀i ∈ 1, r. Lại có f(vj) = v′j , j = 1, s nên ta có

l1v
′
1 + l2v

′
2 + . . .+ lsv

′
s = θW .
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1.4 Hạt nhân và ảnh của ánh xạ tuyến tính
Chứng minh định lý về số chiều
Vì v′1, v

′
2, . . . , v

′
s độc lập tuyến tính nên l1 = l2 = . . . = ls = 0. Thay vào (1) ta được:

k1u1 + k2u2 + . . .+ krur = θW

Mà u1, u2, . . . , ur cũng độc lập tuyến tính nên k1 = k2 = . . . = kr = 0. Như vậy từ (1) ta suy ra tất cả các hệ số
k1, k2, . . . , kr, l1, l2, . . . , ls đều phải bằng 0.
Do đó hệ {u1, u2, . . . , ur, v1, v2, . . . , vs} là độc lập tuyến tính.
Bây giờ ta sẽ chứng minh hệ này là hệ sinh của V . Thật vậy, xét một véc tơ u bất kỳ thuộc V , ta có f(u) thuộc
Imf nên tồn tại các hệ số αi, i = 1, s sao cho

f(u) = α1v
′
1 + α2v

′
2 + . . .+ αsv

′
s.

Do f(vi) = v′i, i = 1, s nên
f(u) = α1f(v1) + α2f(v2) + . . .+ αsf(vs)

Từ đó ta có f(u− (α1v1 + α2v2 + . . .+ αsvs)) = θ. Vậy (u− (α1v1 + α2v2 + . . .+ αsvs)) thuộc Kerf .
Mặt khác {u1, u2, . . . , ur} là một cơ sở của Kerf nên tồn tại các hệ số βj , j = 1, r sao cho

u− (α1v1 + α2v2 + . . .+ αsvs) = β1u1 + β2u2 + . . .+ βrur

Như vậy u được biểu diễn qua hệ {u1, u2, . . . , ur, v1, v2, . . . , vs} :

u = β1u1 + β2u2 + . . .+ βrur + α1v1 + α2v2 + . . .+ αsvs.
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1.5 Hạng của ánh xạ tuyến tính

Định nghĩa

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K, dimV < ∞ và f : V → W là một ánh xạ tuyến tính. Số chiều
của không gian Imf được gọi là hạng của f , kí hiệu là rank f :

rank f = dim Imf.

Ví dụ

Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 → R2 xác định bởi:

f(x, y, z) = (x+ 2y, y + z)

Tìm số chiều và cơ sở của Imf và Kerf.
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1.5 Hạng của ánh xạ tuyến tính

Lời giải
Ta có

Kerf = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ 2y = y + z = 0}
Vì hệ phương trình thuần nhất: {

x+ 2y = 0

y + z = 0

có nghiệm dạng {(−2t, t,−t), t ∈ R} nên

Kerf = {(−2t, t,−t), t ∈ R} = span{(−2, 1− 1)}

Mặt khác, áp dụng định lý về số chiều ta được:

dim Imf = 3− dimKerf = 3− 1 = 2.

Hơn nữa Imf là không gian con của không gian R2 nên Imf ≡ R2.
Do đó hạng của rank f = 2.
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1.6 Đơn cấu, toàn cấu, đẳng cấu

Định nghĩa

Ánh xạ tuyến tính được gọi là đơn cấu (tương ứng toàn cấu, đẳng cấu) nếu nó là đơn ánh (tương ứng toàn ánh,
song ánh.)

Ví dụ

1. Ánh xạ tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (x1 + x2, x1 − x2)

là đơn cấu, toàn cấu, đẳng cấu.

2. Ánh xạ tuyến tính f : R2 → R2 xác định bởi

f(x1, x2) = (x1 − x2, x1 − x2)

không là đơn cấu, cũng không là toàn cấu.

3. Ánh xạ tuyến tính f : Pn[x] → Pn−1[x] xác định bởi f(p(x)) = p′(x), (đạo hàm của p(x)) là toàn cấu
nhưng không là đơn cấu.
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1.6 Đơn cấu, toàn cấu, đẳng cấu

Mệnh đề

Cho ánh xạ tuyến tính f : V → W.

1. f là đơn cấu khi và chỉ khi Kerf = {θV }.
2. f là toàn cấu khi và chỉ khi dim Imf = dimW

Chứng minh

1. Nếu f là đơn cấu thì với mọi v ∈ Kerf ta có f(v) = f(θV ) = θW . Do tính đơn ánh nên v = θV .
Ngược lại, nếu Kerf = {θV }, lấy v1, v2 bất kỳ thoả mãn f(v1) = f(v2) ta có f(v1 − v2) = θW . Điều này
chứng tỏ (v1 − v2) ∈ Kerf , do đó v1 − v2 = θV hay v1 = v2.

2. f là toàn cấu khi và chỉ khi f(V ) = W khi và chỉ khi dim Imf = dimW.
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1.6 Đơn cấu, toàn cấu, đẳng cấu

Hệ quả

Cho ánh xạ tuyến tính f : V → V ′, dimV = dimV ′. Ta có các khẳng định sau là tương đương:

1. f là đơn cấu

2. f là toàn cấu

3. f là đẳng cấu.

Định nghĩa

Cho V,W là hai không gian véc tơ trên trường K. Ta nói V,W là đồng cấu nếu tồn tại đẳng cấu f : V → W. Khi
đó ta kí hiệu: V ∼= W.

Cho V là không gian véc tơ n chiều trên trường K và B là một cơ sở của V. Khi đó ánh xạ

f : V → Kn

v → (x1, x2, . . . , xn)

với (x1, x2, . . . , xn) là toạ độ của v đối với cơ sở B, là một đẳng cấu giữa V và Kn. Do đó: V ∼= Kn.
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