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NoGi dung

@ Gisi han ciia ham sb nhiéu bién sb
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Ham so nhieu bien so

Cho M(z1,x2,...,%n) € R™, N(y1,y2,...,yn) € R™. Ky hiéu d(M, N), khodng cich giita M va N, |3 sb thuc
dugc tinh theo cong thiic

d(M,N) = /(y1 —21)? + (y2 = 22)> + - + (Yo —@n)? =

V6i Mo(2?,23,...,2%) € R™ va e > 0, tdp B(Mo,e) = {M € R™ : d(My, M) < €} dugc goi |3 e— 1an can
ho3c 1an can ban kinh & cta My hodc hinh cAu md tdm My bén kinh .

Cho E C R". Diém M duoc goi la diém trong clia E néu tdn tai € > 0 sao cho B(M,e) C E. Diém N € R
dugc goi 13 diém bién ciia E néu véi bt ky e > 0, tap B(N, ¢) déu chita nhiing diém thudc E va diém khéng
thudc E. Tap E dudc goi 13 mé ndu moi diém cta né déu 13 diém trong, goi 13 déng néu né chia moi diém bién
cla né. Tap E C R™ dugc goi bi chin hay gidi ndi néu ton tai s N > 0 sao cho E C B(0,N).
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Dinh nghia 1

Cho D C R™. Goi dnh xa f : D — R, hay I3 quy tic cho tuong ting m&i M (21,1, . ..,T,) véi mot

w= f(M) = f(x1,x1,...,2,), 13 mbt ham sé cia n bién sé xac dinh trén D. Tap D dugc goi I3 goi Ia mién
xdc dinh (hodc tap xdc dinh) ciia ham f va 1,21, .., %, 13 cdc bién sb déc lap.

Néu cho ham s6 u = f(M) ma khéng néi gi vé tap xdc dinh cda né thi ta hiéu ring tip xéc dinh D ctia ham sb
I3 tip cac diém M sao cho f(M) cé nghia. Lic d6, B = {f(M) : M € D} dugc goi la mién gi tri cia ham sb
f.

v

Vidul.1

Tim mién xdc dinh va mién gi3 tri cda cdc ham sé6 sau

a) u=+/4—x2—y>? b) u=1In(xz +y).
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a. Tap xé4c dinh cia ham s6 13 D = {(z,y) € R* : 4 —2? — 4> > 0} hay D = {(x,y) € R? : x? 4% < 4}. Vay,

tap xac dinh cta ham sé Ia hinh tron tam 0 ban kinh bing 2. D& thiy mién gi tri clia ham sb 1a B = 1[0,4].
b. Tap xac dmh ctia ham sb 13 D = {(z,y) € R?: Tty > 0} hay D = {(m y) €R? 1y > —x} Viy, tap xac
dinh clia ham sb 13 nira m3t phing c6 bién 13 dudng thing y = —x va mién gis tri cia ham sb 13 B = R.
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Gidi han cia ham s6 nhiéu bién so

Dinh nghia
Cho ham s& f(M) xac dinh trong B(M,e) \ {Mo}. Ham sb6 f(M) c6 gidi han |13 L khi M — My néu:

Ve > 0,35 > 0: néu 0 < d(M, M) < 6 thi

FM)—L| <e.

Mét cach tuong duong, néu véi moi dy diém M,, thudc B(M,e) \ {Mo} dan dé&n M, ta déu c6

lim f(M,)=L.

n—-+4oo

Khi dé ta viét
lim f(M)=L

M — Mg
Khai niém gidi han vd han ciing dugc dinh nghia tuong tu.

Céc dinh Iy v& gidi han ciia t8ng, hiéu, tich, thuong déi véi ham sé mét bién sb ciing ding cho ham sb
nhiéu bién so.
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Gidi han cia ham so nhiéu bién so

Ham s6 mét bién sb: Ham sb nhiéu bién sb:
Khi & — z¢, chi ¢6 hai huéng 13 = — zf vd z — =z . Khi (z,y) = (20, Y0), ¢6 v s6 hudng khac nhau.
Hé qua

Mubdn chi ra sy ton tai clia gidi han clia ham s6 nhiéu bién sb |13 viéc khéng d& vi phai chi ra

lim f(z,y) = L theo moi huéng (z,y) — (x0,y0) cb thé.
(z,y)—(x0,v0)

Trong thuc hanh, mudn tim gidi han ctia ham sb nhiéu bién s6, phuong phap ching minh chii yéu I3 danh

gi4 ham s dé diing nguyén Iy giGi han kep, dua vé gidi han clia ham sb mét bién sb.
v
Vi du 1.2
4 4
a) S 22" +4y” b) Tinh  lim  zcos L
(2,9)—(0,0) 2 + 4y2 ' (z,9)—(0,0) x )
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4yt

214 5
2% 0= e

a) Doogm_

< 9% va st dung nguyén ly gi6i han kep, ta cé

2a + 4yt B . 224 4yt

oo T I i ———=040=0.
(a:,y>l—>nto,0) 2 4 4y? (z,y)l—>m(0,0> x2 4 4y? + (z,y)l—>m(0,0) x? 4 4y? *

b) Do ’mcos%‘ < & — 0 nén gidi han di cho bing 0.
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Gidi han cia ham s6 nhiéu bién so

Hé qua

Mubdn chiing minh su khong tdn tai giSi han cta ham s& nhiéu bién sb, chi cAn chi ra tbn tai hai qua trinh
(z,y) = (x0,y0) khdc nhau ma f(x,y) tién téi hai gidi han khac nhau.

Vidu 1.3

) 2 —y?
Tim gidi han (néu cé)  lim L
(z,y)—(0,0) T= + ¥

Néu cho (z,y) — (0,0) theo phuong clia dudng thing y = kz thi ta c6

2 12 2 2 g2
f(m,km):x k“x :1 k 1-%

7 L 1+k2_>1+k2 khi z — 0

Vay khi (z,y) — (0,0) theo nhiing phuong khac nhau thi f(z,y) dan téi nhiing gidi han khac nhau. Do dé

khéng tn tai lim T,y).
& ' (zyy)—>(070)f( v)
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Gidi han cia ham s6 nhiéu bién so

Quy trinh tim lim f(z,y)
(z,y)—(x0,v0)

Cho (z,y) — (o, yo) theo phuong ciia dudng thing y — yo = k(z — x0).
a) Né&u véi k khac nhau gi6i han nay khac nhau thi A lim f(z,y).
(z,y)—(z0,%0)
b) Né&u véi k khac nhau, giéi han ndy bing nhau va bing K thi
Néu3  lim
(=)= (z0,%0)
gidi han kep.
Néu A lim

(z,y)—(x0,y0)

f(z,y) thi PP chiing minh cha yéu 13 dua v& ham s6 mét bién sb va nguyén Iy

f(z,y) thi chi ra mét qué trinh (z,y) — (x0,yo) khdc ma gidi han nay khic K.

v

Vi du 1.4

Tinh (z,y%i_)m(o,o)f(x,y) vdi
a) f(x,y)zﬁ, b) f(x,y)zxzxif?ﬁ, c) f(x,y):%. )
Vién Toén iing dung va Tin hoc (HUST) CHUONG 3
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< %\/; — 0 nén gidi han d3 cho b3ng 0.

) |
Va2 +y?
ka? k
b) f(x7kx) - $2+l€2$2 - 1+k2
c) Bing phép d8i bién y? = ¢, gi6i han d3 cho c6 dang b), va do dé, khéng tén tai.

Suy ra gi6i han di cho khéng ton tai
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Gidi han cta ham sb nhiéu bién s6
Bai tap 1
Tinh (x,y%i—>rn(0,o)f($’y) véi
a) f(z,y) = \/%Tyz d) f(z,y) = :cggi?zﬂ
b) f(z,y) = wgﬁg_/ygr e) f(x,y):%,
O few) = L, 0 fley) = LI J
Bai tap 2
Tinh (w’y)z%i_)rn(o’oyo)f(ac,y, z) vdi
a) f(z,y,2) = % b) flz,y,z) = W HVE He2

z2 4 2 + 24
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Tinh lién tuc cia ham s6 nhiéu bién so

i) f(M) lién tuc tai My néu Mli_%of(M) = f(Mo).

i) f(M) dugc goi la lién tuc trong mién D néu né lién tuc tai moi diém thudc D.

Vidu 1.5
Xét tinh lién tuc cda ham sb f(z,y) véi
ry %
——,  néu (z,y) # (0,0
a) fz,y)=q 2+ ) ) 7 (0.0
0 néu (z,y) = (0,0).
Yy A
T a5 neu (117, y) 7£ (0, O)
b) fla,y)=q Va*+y? )
0 néu (z,y) = (0,0).
v
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a) Ta da ching minh dugc ham s f khéng c6 gidi han khi (z,y) — (0,0) nén né gidn doan tai (0,0).

b) Do ham sb f c6 gidi han bang f(0,0) khi (z,3) — (0,0), nén ham sb lién tuc tai diém nay, va do dé, né
lién tuc trén toan bd mién xac dinh.
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NoGi dung

© Dao ham va vi phan ciia ham sb nhidu bién sb
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Dao ham riéng

Cho ham s& f(z,y) xac dinh trong mét mién D va M (xo,yo) € D. C6 dinh y = yo, ndu ham s6 mét bién
s6 g(x) = f(z,y0) c6 dao ham tai diém z = xo thi dao ham dé goi la dao ham riéng cta f véi bién z tai

Mo va dugc ki hiéu 13 f1(z0,y0)

Tuong tu,

Tinh DHR theo =z = coi y la
Tinh DHR theo y = coi z la
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o, = lim
y( 0,Y0)

hang so.

hang so.

CHUONG 3

hodc ﬂ
i

f(xo + Az, y0) — f(o, y0)

f(wo,yo + Ay) — f(20,%0)
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Dao ham riéng

Céc dao ham riéng cia céc ham sb n bién sb (véi n > 3) dugc dinh nghia tuong tu. Khi can tinh dao ham riéng

clia ham so theo bién so nao, xem nhu ham s6 chi phu thudc vao bién dé, con cic bién con lai la cdc hang s6
va ap dung cic quy tac tinh dao ham nhu ham s6 mét bién so.

Vi du 2.1

Tinh cdc dao ham riéng cia ham sé sau

a) z=1n<x+ x2—|—y2) c) 2=z
— 2an L =
b) z=y sin d) uw=2z",(z,y,z > 0)
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1 x

1 / 1 Yy y
a) z, = 1+ = S 2y = = .
)z a44/a2+y2 V2 + 2 Va2ty2' TV e fa24y2 N wy/224y2 02 4y2
- ER - in% — z
b) 2z =ycos {; z, =2ysin § — wcos 7.

3_ 3
o) 2, =y’z¥ ' 2z, = 3y°z¥ Inuz.

/ Z— / z — / #
d) u, =y*z¥ ' u,=2¥ Inz 2y* " u, =2¥ Inz y*Iny.
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Dao ham riéng

Vi du 2.2
Cho ham sé N
2 1 9.2) i néu o + 12 £ 0,
fa) = (z* + 2y*) sin Z o2 ,u z°+y £
0 néu z® + 4% =0.

Tinh 2L(0,0), %(o, 0).

or
V.

Tece of F(Az,0) = £(0,0) 1

. z,0) — £(0,0) . . _
pr OO =TT Ay A AT e =0

" of 7(0.89) ~ £(0,0) 1

_ . ) Yy) — ) — . . —
Oy 0,0) = Alégo Ay Alirgo 28y sin 2Ay? 0
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Vi phan toan phan
Ta xét ham sb hai bién, (tuong tu cho ham sb nhiéu bién hon).
Dinh nghia 1
Cho ham sb f(z,y) xdc dinh trong Ian cn (xo,yo). Néu nhu cé thé biéu dién sé gia toan phan dudi dang
Af = f(zo+ Azo,yo + Ayo) — f(zo,y0) =AAz+BAy+alz+BAy
trong d6 A, B I3 cdc hing sb, ., B — 0 khi (z,y) — (x0,y0) thi ta néi ham sb z kh3 vi tai (zo,y0) va
df (xo,y0) = AAz+ BAy

duoc goi 13 vi phan toan phan ciia z = f(x,y) tai (zo,yo).

Dinh Iy 2.1

Néu ham sb f(x,y) cé cdc dao ham riéng trong lan can cia (o, yo) va néu cic dao ham riéng dé lién tuc tai
(zo,yo) thi f(x,y) kha vi tai (zo,yo) va

df(wo»yo) = f;(x07y0) Az + f’;(xozyo) ZAN Yy
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Vi phan toan phan
Dic biét, véi z,y 13 bién sb doc 13p thi dz = Az, dy = Ay. Lic d6, ta cé

0, 0) = L (0,01 + FL (o, o)y

Oy

Vi du 2.3

Vi phan toan phdn cia ham s6 z = e* tV° I3 dz = 2¢”" Y’ (zdx + ydy). J
Ham sb mét bién sé: Ham sb nhiéu bién sb:

Kh vi < C6 dao ham Kha vi Z C6 cac dao ham riéng

Viduy 2.4

, 2 néu (z,y) £ (0,0), \
Ham s6 f(z,y) =< T°+¥y ) cé cdc dao ham riéng tai (0,0) bang O nhung khéng lién
0 néu (z,y) = (0,0)

tuc, va do dé khéng kh3 vi tai (0, 0).
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Vi phan toan phan

Xubt phat tir céng thiic
fxo + Dxo,yo + Ayo) — f(xo,y0) = AD x+ B Ay + o(LAzx) + o(Ay)
din téi céng thic tinh gan diing
Ung dung vi phan dé tinh gan ding
f(@o + Az, yo + Ay) = f(x0,90) + fa(w0,90) &z + fy(zo,y0) D y.

Vi du 2.5
Tinh gan diing

2) A= /(1,00 + (2,03) +3 b) B =In (Y1,02+ /0,99 — 1). )
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a) Xét ham f (z,y) = ¥/23 +y? + 3; Az = 0,04; Ay = 0,03; 20 = 1;y0 = 2. Ta cb

Khi dé

b) Xét ham

Ta cé

Khi dé, ta cé

1 2

1 2
3(x3 +y2 +3) S

3" +47 +3)

A=f(1+Az,2+Ay) ~ f(1,2) + 1 (1,2) Az + f, (1,2) Ay

1 1
=2+-.0,04+ . =2,02.
—|—40,0 —|—30,O3 ,0

f(zy)=In(Vo+ {y—1);20 = 1390 = 1; Az = 0,02; Ay = —0,01.

1 1
IRCER TR

1 1

! — _—
Iz SVt Y- ayd

fy
B=f(1+Az,1+Ay)~ f(1,1)+ f2(1,1) Az + £, (1,1) Ay

=0+ %.0, 02 + i (—0,01) ~ 0, 004.
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Dao ham chGa ham s6 hdp

Cho F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)).

Dao ham chia ham sb hop
OF _0f0u  Of dv

dr  Oudx ' Ov oz

oF _ofou  of o
Oy Oudy Ovdy

Céng thiic trén c6 thé dugc viét dusi dang ma tran nhu sau

ou Ou
OF OF\ _ (of af\|oz oy
or doy) \ou ow/)|9v Ov
or Oy
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Dao ham chGa ham s6 hdp

Ju  Ou

Ma trin g‘z gl{)/ dugc goi 13 ma tran Jacobi, dinh thic cla ma tran 4y dugc goi 13 dinh thic Jacobi va
oz dy

duoc ki higu 13 (%)

D(z,y)

Vi du 2.6

a) Tim dao ham ctia ham sé hop sau day z = 6“2_2”2,u =cosz,v = /2% + y>.
b) Cho f 13 ham sb kh3 vi trén R, z(z,y) = f(z® — y?). Tinh

! !
A = g, AF @z
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202 x

hV el

—2v

2 2 . 2
a) z, = z,.up + 2,0, = —2e* u.sinx — 4e*

b) Ap dung quy tic dao ham clia ham hop, ta cé
zp=2af'(x® +9°), z,=—2yf (2> +y°).

Vivay, A = y2' + a2, = 2zyf' (z° + y*) — 2yzf'(z* + ) = 0.
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Dao ham va vi phan cap cao

Cho ham sb hai bién sb z = f(x,y). Cac dao ham riéng clia cac dao ham riéng cAp mét néu ton tai dugc goi la

nhiing dao ham riéng cap hai.

(
(
(
(

e ey e
@S />Te >8>

I
b
<

Céc dao ham riéng cha cic dao ham riéng cip hai, néu tdn tai, dugc goi 13 cic dao ham riéng chp ba, ...

Vi du 2.7
A P ., 1
Tinh cdc dao ham riéng cap hai cia z = 3 (22 +y2)>.
Ta co 9 )
2ar 2z —y
o D 2 _
/ ; ; 2\/ 2 _y2 \/x2 — 2
Zy = T\/x? —y y 2y% — 2
=2 = —\/x2 — 2 + -
{z;:_y 2 — o2 vy y? y2\/2 2 \/mz_y
= —2xy .
i 2\/m2—y2 \/:EQ—y
v
Vién Toan ting dung va Tin hoc (HUST) CHUGCNG 3
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Dao ham va vi phan cap cao
Dinh ly 2.2 (Schwarz)
Néu z = f(x,y) c6 cdc dao ham riéng f;ly, f;/z lién tuc trong I4n cdn ciia M thi

Fog(M) = fou(M).

Dinh nghia 2
Xét ham sb z = f(z,y).
a) df = fidx + f,dy, néu tén tai, ciing 13 mét ham sb hai bién sb.

b) Vi phan toan phan cia df, néu tén tai, duoc goi I3 vi phan toan phan cip hai cia z va duoc ki hiéu la d*f,

d*f = fopda® + 2fs,dady + fi,dy®.

Vi du 2.8

Vi phan toan phan cip hai cda ham sb z = zy® 13 d*z = 2y°dz? + 12zy°dady + 622 ydy?.
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Dao ham va vi phan cap cao

Dinh nghia 3
Cho ham s6 z = f(x,y). Ta dinh nghia

d"f=d(d"'f), 2<neN.

Cong thirc tinh vi phan chp cao
Néu xz,y la cac bién déc 13p ta ¢6

ne (O 0 "
d f—<%dx+a—ydy> I
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Cong thic Taylor-Maclaurin
Dinh Iy 2.3

Cho f(x,y) c6 cdc dao ham riéng cip n + 1 lién tuc trong Ian can cia diém (zo,yo). Khi dé, véi Az, Ay di
nhd, tén tai § € (0,1) sao cho

dF , d”+1 OA oA
fzo + Az, yo + Ay) = f(zo, Y0 +Z 1 wo Yo) flwo + 0Az, yo + y)

(n+1)!

Céng thic nay goi la cong thic khai trién Taylor cAp n. S8 hang cubi ciing goi 12 sb du clia khai trién
Khi (z0,90) = (0,0), khai trién Taylor trd thanh khai trién Maclaurin

n k n+1
k=1 : !

Vi du 2.9

a) Tim khai trién Taylor ham sé f(x,y) = 2* 4 2> — 3xy + 6 + 6y — 7 & lan can diém (—1,2)
b) Tim khai trién Maclaurin f(x,y) = e*siny dén bac 3
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a) Taco
fa(z,y) =22 -3y +6= fi(-1,2) = -2
f;(x,y) =4y —3x+6 = f;(—1,2) =17.

Do d4,
df(=1,2) = fo(-1,2)(x + 1) + fy(-1,2)(y = 2) = —2(z + 1) + 17(y — 2).

Ta Cﬁng Cév fa’:’x(xa y) = 27 fz:ly(xay) = 47 f:;ly(xay) = —3. Do dév
Pf(=1,2) =2z + 1) —6(z + 1)(y — 2) + 4(y — 2)°
va d"f(—1,2) = 0, Vn > 3. Nhu vdy, khai trién Taylor ciia f(z,y) trong lan can cia diém M(—1,2) I

flz,y) = f(—=1,2) + df (—1,2) + M

=14-2@+1)+17(y—2) + (z+1)° = 3(z + 1)(y — 2) + 2(y — 2)°.
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b) Ta c6 khai trién Maclaurin céc ham g(z) = e® va h(y) = siny dén bac 3 I

2 CE’S

9(x) = 1+o+ 5+ G tola®), hy) =y~

v
6 6

+o(y").

Do dé, khai trién Maclaurin ham f(z,y) d&n bac 3 I3

2 3
f(may):y+$y+% _%+0(($2+y2)3/2) )
3/2

Trong cdng thic trén, o(z? + y?)%/2 13 mét v6 cling bé bac cao hon (z2 + y2)%/2, nghia I3

0(332 4 y2)3/2

Aa—0.Ay—0 (z2 + y2)3/2 =0
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Ham an - Dao ham cda ham so6 an
Cho phuong trinh

F(z,y) =0, (1)

trong dé6 F': U — R 13 mét ham sb xac dinh trén tap mé U C R? va (z0,0) € U, F(zo,10) = 0. Gi st ring
véi moi = € (o — 6,0+ 0), (6 > 0 da nhd) ton tai y(x) sao cho (z,y(x)) € U va F(z,y(z)) = 0. Lic d6, ham
y = y(z) goi 1a ham an cda x xac dinh bdi phuong trinh 1.

Dinh Iy 2.4

Cho phuong trinh F(z,y) = 0 trong d6 F : U — R 13 mét ham sé c6 cdc dao ham riéng lién tuc trén tip mé
U CR?, (z0,90) € U, F(zo0,y0) =0 va F,(z0,y0) # 0. Khi dé, phuong trinh F(z,y) = 0 xdc dinh mét ham
sb an duy nhat y = y(z) trong mét Ian can ndo dé cia xo va cé dao ham

Fy (20, y0)

Y (x0) = —
F!(zo,y0)

Vi du 2.10

Phuong trinh * — y® + 3zy — 13 = 0 xdc dinh ham 4n y = y(z). Viét phuong trinh tiép tuyén cia dé thi ham
an nay tai diém A(—1,—2).

v

Vién Toan ting dung va Tin hoc (HUST) CHUGCNG 3 Ngay 1 thang 8 nam 2023 33/48



F! =322+ 3y

, N Khi dé, ta cé
F, = -3y~ + 3z.

Xét ham sb F (z,y) = 2 — y® + 3zy — 13 ¢6 {

Fy(-1,-2) _ 3 _ 1

y'(-1) =

TF(-1,—2) 15 5

x4+ 11

Do dé, phuong trinh tiép tuyén clia ham &ntai A 3 y = — 5
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Ham an - Dao ham cia ham s6 an
Dinh Iy 2.5

Cho phuong trinh F(z,y,z) = 0 trong d6 F : V — R I mét ham sb c6 cic dao ham riéng lién tuc trén tip mé
V C R3, (x0,90,20) €V, F(xo,y0,20) =0 va F.(xo0,v0,20) # 0. Khi dé, phuong trinh F(x,y, z) = 0 xdc dinh

mét ham s6 4n duy nhat z = z(x,y) trong mét 14n can nio dé cia (xo,yo) va cé dao ham

Fé(xoayoazo)

_ Fy (0, yo, 20)
F!(z0,y0,20)’

/
2y (w0, yo) = ~ Fl(x0,Y0,20)

z;(manO) =

Vi du 2.11

Cho ham &n z = z(z,y) xdc dinh bdi phuong trinh x* + 2xy® + 2yz + 2° = 2. Tinh 2,(1,0), z,(1,0).

Giai.
Dit F(z,y,2) = ° + 22y + 2yz + 2° — 2. Liic d6, F(z,y, z) = 0 x4c dinh ham &n z = z(z,y). T
r=1,y=0,tasuyraz=1. Tacd

F, = 32 + 2y2, F; =dxy+ 2z, F, = 2y—|—3z2.

F!(1,0,1) F/(1,0,1) 2
Do dé, z,(1,0) = — =22 — 1, 2/ (1,0) = ——L21 22 = 2,
0 =0 ="Faon = A= "o T 73
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Vi du 2.12

2 . ; 1 1
Phuong trinh 2> + = = \/y? — 22 xdc dinh ham 4n z = z (z,y). Tinh A = 2°2, + ;z; -
z

2 2 N
Xét ham sb F (x,y,2) = 2° + = — /y2 — 22. Lac d6, F(x,vy,z) = 0 xac dinh ham an z = z(x,y). Ta c6
x

o — o =

x xg_ ZI_W
) A—— , 222
Y Vi — 22 Do d6,

F,_in z oo Vyr==2
2 W2 — 22 2z + —

/
1
Tu dé, tasuyra A=x zz—i-%y—;:o,
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NoGi dung

© Cuc tri cita ham sb nhidu bién sb
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Cuc tri ciia ham s6 nhiéu bién so

Dinh nghia 4

Cho ham sb z = f(x,y) xdc dinh trong mét lan can B(Mo,€) ciia M (xo,yo). Diém M dugc goi la:
a) diém cuc tiéu cia fnéu f(x,y)— f(zo,y0) >0, V(x,y) € B(Mo,e)\ {Mo}.
b) diém cuc dai cda fnéu f(z,y) — f(zo,90) <0, ¥(x,y) € B(Mo,e)\ {Mo}.

Dinh Iy 3.1 (Diéu kién can)

Néu ham sb f(x,y) dat cuc tri tai Mo(zo,yo) va Ifs(xo,yo), If4(z0,yo) thi

falr:(xO) yO) = 07
f4(x0,y0) = 0, (diém ding).
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Cuc tri ciia ham s6 nhiéu bién so

Dit A = fu.”"(Mo), B = foy”(Mo), C = fy,"(Mo).
Dinh ly 3.2

Gi3 st ham sb z = f(z,y) cé cdc dao ham riéng dén c3p hai lién tuc trong mét 1an can ndo dé cia diém ding
Mo(:l}o,yo). Khi dé, ta cé

a) Néu A= B?— AC < 0 thi f(z,y) dat cuc tri tai My. D6 I3 cuc tiéu néu A > 0, 13 cuc dai néu A < 0.
b) Néu A = B% — AC > 0 thi f(z,y) khéng dat cuc tri tai My.

Cha y: Khi A = B2 — AC = 0 ta chua két luan ducc didu gi, diém My c6 thé I3 cyc tri, ciing 6 thé khéng.
Trong trudng hgp dé ta sé dung dinh nghia dé xét xem My cé phai 1a cuc tri hay khong:
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Cuc tri ciia ham s6 nhiéu bién so

Vi du 3.1

Tim cuc tri cia ham sé z = 2> + zy + y* + . —y + 1. J

L =2 1=0 =-1
Xét he phuong trinh 72~ 7 TV ="
zg=c+2y—1=0 y=1
Vay M (—1,1) 13 diém diing duy nhit.
Ta cé

A=z,,(M)=2, B=z,(M)=1, C=z,(M)=2,
nén B2 - AC=1-4=-3<0.
Két ludn: ham s6 dat cuc tri tai M va do A > 0 nén M I3 diém cuc tiéu, z(—1;1) = 0.

Vi du 3.2

Tim cuc tri clia cdc ham sb sau

a) z=2a°+2xy — Tx — 6y + 9> + 4. b) z=2a2+3y> — e (V)

Ngay 1 thang 8 nim 2023 40/ 48



a) Ta c6 hé phucng trinh

2, =0 322 +2y—7=0 =1 L Jr=—3
) =3 = hoac 16
2y =0 20 +2y —6=0 y = y=—.

3

p . 4R . 11

Vay ham s6 c6 hai diém t6i han M; (1,2) va Mg(— 3 ?0)

Ta ¢z, = 6z, 2y =2, 2y, = 2.

Tai M;: B> — AC = -8 <0vad A=6>0, ham sb d3 cho dat cuc tidu va z(M;) = —6.

Tai My: B2 — AC' =8 > 0, ham sb di cho khéng dat cuc tri.

b) Ta c6 hé phucng trinh
z =0 o 22[2 + e~ = 0 o= 0
z; =0 2y[3 + e*(12+y2)] =0 Y=

Vay O (0,0) 13 diém t&i han duy nhit.
Ta ¢ z(z,y) > 2(0,0), V(z,y) nén O(0,0) Ia diém cuc tiéu va z(0,0) = —1.
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Vi du 3.3

Tim cuc tri ciia ham sb z(z,y) = 322y — «° — y* — 27.

Ta cé hé phuong trinh
2 =0 6y —3z° =0
r_ A 2 3 _
2y =0 3 —4y° =0

Vay ham sb c6 hai diém téi han M, (6,3) va Ma(0,0).
Ta c6 2}, = 6y — 6x, 2, = 6z, 2y, = —12y°.

Tai Mi: A= —18 < 0,B =36,C = —108, B> — AC' < 0, ham s d3 cho dat cuc dai va z(M;) = 0.
Tai My: B?2 — AC = 0, nén chua thé két ludn dugc. Xét biéu thifc sb gia ham sb:

Az(z,y) = 2(x,y) — 2(0,0) = 32’y — 2° —y".

- 4 1 1 % 4
Ta xdy dung hai diy diém tién t6i Ma: (xn,yn) = <7,0) va (Tn,Yn) = <_E’O)' (n > 1). Dé thay
n

Az(Tn,yn) = % > 0, nhung Az(Zn, Jn) = 3 < 0 v8i moi n > 1. VAy M> khéng 13 diém cuc tri clia ham sbé.
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Cuc tri c6 diéu kién

Bai toan

Tim cuc tri chia ham s& f(z,y) khi cic bién z,y thod man phuong trinh

o(z,y) = 0. ()

Tim dugc ham s6 y = f(x) tir diéu kién p(z,y) =0

Bai todn tim cuc tri rang bubc dugc dua vé& bai todn tim cuc tri tu do ctia ham sb mét bién sb.

Vi du 3.4

Tim cuc trj clia z = x.y véi diéu kién z +y =1

Tir diéu kién z+y =1 tasuy ray =1 —z. Viy z = 2y = x(1 — z). D& dang nhan thiy ham sb z = z(1 — x)
dat cuc dai tai z = > va zcp =

4
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Cuc tri c6 diéu kién

Dinh ly 3.3 (Diéu kién can dé ham sb dat cuc tri diéu kién)
Gid st M (z0,y0) 13 diém cuc tri cda ham f véi diéu kién o(x,y) = 0 va
a) f(z,y),p(z,y) cé cdc DHR lién tuc trong mét lan can cia M.
¢
b) —==(=o, 0.
) 3y (z0,y0) #

Khi dg,

Fo(M) + A (M) =0 (¢}, =0
fy(M) + 2, (M) =0 & 46, =
p(x,y) =0 {# =0

6 .d6 ¢(z,y,\) = f(z,y) + Ap(z,y).
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Phuong phap Lagrange

Gidi hé phuong trinh

¢

99 _ 9

i )

Biy =0 Vi ¢(z,y,\) = fx,y) + Ap(x,y)
o,

ox

Giad st M(xo,yo) 12 mdt diém t4i han ting véi gid tri Ao. Ta cé

¢(Ivya )‘0) - ¢($0,y0, )‘0) = f(ma y) - f(-TO,yO)-

Bo de

Néu M 13 mét diém cuc tri clia ham sb o(z,y, Xo) thi M ciing 13 diém cuc tri clia ham sb f(z,y) véi diéu kién
¢(z,y) = 0.

Vi du 3.5

Tim cuc tri cia ham sb z = z? + 2y? véi diéu kién z* + y? = 1.
V.
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Xét ham sb Lagrange L(z,y, \) = 22 + 2y + A(@? + y? — 1). Tir hé phuong trinh

o _,
gf_ 2z + 2 z =0
- =0 & 4dy+2\y=0
0

é_o @ +y” =1
ox

ta thu dugc cac diém t6i han 13 M1(1,0), Ma(—1,0) dng véi 1,2 = 1 va M3(0,1), Mu(0, —1) tng véi
A3,4 = £2. Lic d6, ta cé
2*L 0L o*L

2
PL = Goade’ + 255 dedy + 55

dy? = (24 2)) da® + (4 + 2)) dy?

Tai Mi,i=1,2, d>L(M;) > 0 nén M; 13 diém cyc tiéu c6 diéu kién va f(M;) =1
Tai Mj,j = 3,4, d*L(M;) < 0 nén M; I3 diém cuc dai c6 diéu kién va f(M;) = 2.
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Ta biét ring néu f: A — R 13 ham sb lién tuc trén tap hop déng, bi chin A cha R?, thi f dat gia tri 16n nhit
va gia tri nhé nhit trén A. D& tim céc gid tri 16n nhAt, nhd nhit cla f ta tim gia tri cha ham sb tai tht ca cac
diém t6i han (diém dimg va cac diém 1am cho dao ham riéng khéng ton tai) trong mién A, sau dé so sanh cac
gid tri nay vdi cac gia tri cha ham trén bién JA cla A (tdc la ta phai xét cuc tri c6 diéu kién).

Vi du 3.6

Tim gi tri I6n nh4t va gid tri nhé nhat cia ham sé z = x? + y* + xy — Tz — 8y trong hinh tam gidc OAB, &
d6 0(0,0), A(6,0), B(0, 6).
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+) Tim céc diém ditng & mién trong clia tam gi4c: Ta c6

=0 2 —-7=0 =2
Z, & Tty " = M1(2,3).
zy =0 r+2y—8=0 y=3

+) Tim cuc tri trén bién (cuc tri c6 diéu kién):

(z,y) € OA = 2z = f(x) = 2% — Tz,2 € (0,6). C6 f'(z) =0 &z = g = M, (g,()).

(z,9) € OB = z = g(y) = y*> — 8y,y € (0,6). Cé ¢'(v) =0<:>y=4:>M3((),4).

(z,y) € AB = z = h(z) = 2°> — 5z — 12,z € (0,6). Cé h'(x):O<:>m:§:>M4 (§ Z)

Do d4,
Max z = Max{z(0), z(A), z(B), z(M1), z2(Mz2), z(M3), z(M4)} = 0 tai O(0,0),
Min z = Min{z(0), 2(A), 2(B), 2(M1), z(Mz), z2(M3), z(M4)} = —19 tai M1(2, 3).
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