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3.2. PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN NGAU NHIEN el

sam

@ 3-2.1 Phan phéi xéc subt déng thsi
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Bang phéan phéi xac suat dong thdi el
Vi du 4
Trong Vi du 3, cap gia tri (z,y) c6 thé cé ca (X,Y) 1a (0;0), (0;

)
(2;1) va (3;0). Bing cach tinh x4c suét tai timg diém P(X = Y
r+y <3,

(@)eNEes )

P(X:x,Y:y): 03 )
12

ta xac dinh dugc phan phdi xac suat dong thdi clia hai bién ngdu nhién X va Y nhu trong bang dudi day.
v

Y

X 0 1 2 3
0 1/220 | 3/55 | 9/110 | 1/55
1 3/44 | 3/11 | 3/22 | 0O
2 3/22 | 2/11 | 0 0
3 1/22 | 0 0 0

Bang 1: Bang phan phdi xic sudt ddng thdi clia hai bién ngiu nhién rdi rac trong Vi du 3
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Bang phan phéi xac suit dong thoi 1

sam

Dinh nghia 1
Ham x4c suit dong thdai ciia hai bién ngAu nhién rdi rac X va Y, ky hiéu 1a px v (x,y), 12 ham théa man
(a) px,v(z,9) > 0 v6i moi (z,y) € R%

(b) Zzesx EyGSY pX»Y(mﬂU) =1

(c) pxy(z,y) = P(X =2,V =y).

# Mién gi4 tri clia bién nglu nhién hai chiéu rdi rac (X,Y) I3
Sxy ={(z,y) € R* | px,y (z,y) > 0}.

# Ham xéc subt ddng thai px vy (z,y) cha X va Y dugc gia thiét 13 bing 0 tai moi (z,y) ¢ Sx.v.
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Bang phan phéi xac suit dong thoi

Dinh Iy 1

V6i moi A C Sx.y,

P[(Xv Y) - A] = ZZ(m,y)eApX’Y(m7y).

l

sam

(1)

Vidub5

Trong Vi du 4, néu A = {(z,y) € R* | 2 +y < 1}, thi

1 3 3 7
P[(X,Y) C A] = px,v(0,0) + px,v(0,1) + px,v(1,0) = 0Tt u T s
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Bang phan phéi xac suit dong thoi

tl

SLMl
Dinh nghia 2
Bang phan phdi xac sudt dong thdi clia hai bién ngiu nhién r3i rac X va Y c6 dang
Y
X Y1 cee Y Yn

1 pxy(e,y1) ... pxv(T1,ys) pxv (1, Yn)

; pxy (%, y1) .. Pxv(Ti,Y5) px,y (T, Yn)

T pxy(@m,41) ... px.y(Tm,y2) Px.y (Tm, Yn)

Bang 2: Bang phan phdi xac suat dong thoi clia hai bién ngdu nhién rdi rac X va Y
trong d6, xi, i =1,...,m, y;, 5 =1,...,n, la cac gia tri c6 thé cé ciia céc bién thanh phan X va Y tuong
tng. Bang nay c6 thé ra vo han néu m, n nhan gia tri co.
.
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Ham phan phdi xac suit dong thoi L} |

S&MI
Dinh nghia 3
Ham hai bién Fx y (x,y) xac dinh béi
Fxy(z,y)=P(X <=zY <y), zyeR )

dudc goi 1a ham phan phdi x4c suit dong thdi clia hai bién ngau nhién X va Y.

# Tir (2) va Dinh nghia 2, ham phan phi xéc sut dong thai chia hai bién ngdu nhién rdi rac X va Y dugc xéc

dinh béi
Fxy(z,y) = Z ZPXY Ti, Yy)- (3)

z;<z y; <y

Vidu 6

Tit s6 ligu ctia Vi du 4 va (3),
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Ham phan phbi xac suit dong thoi 1

Tinh chit 1

(@) 0< Fx,y(z,y) <1 véi moi z,y.
(b) Néuz < z1, y <y thi Fx y(z,y) < Fxy(z1,91)-
(c) limg oo Fxy (2, y) = limy oo Fx,y (z,9) = 0; limy 00,y 00 Fx,v (z,y) = 1.

(d) Véi z1 < z2, y1 < y2 ta ludn c6

P(z1 < X <z2,y1 £Y <) = Fxy(22,92) — Fx,v(22,91) — Fx,v(21,92) + Fx,y(z1,91).  (4)
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Ham mat dd xac suat dong thoi 1

sam

Dinh nghia 4

Gia st Fx,y (z,y) 1a ham phan phdi xac sudt dong thdi clia hai bién ngau nhién lien tuc X va Y. Khi do,
ham mat do xac sudt dong thai clia hai bién ngdu nhién nay 1& ham hai bién fx vy (z,y) théa méan:

Fxy(z,y) = /z /yfx,y(u,v)dudv. (5)

—00 —00
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Ham mat dd xac suat dong thoi

Cho truéc Fx,y (x,y), Dinh nghia 4 suy ra fx vy (z,y) 13 dao ham clia ham Fx,y (z,%), néu dao ham nay tdn tai.

Dinh Iy 2

2
Ixy(z,y) = 6Faxx7ya(;,y) (6)
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Ham mat dd xac suat dong thoi

# V6i bién ngiu nhién hai chiéu lién tuc (X,Y), thi

Sxy ={(z,y) €R* | fxv(z,y) > 0}.

Tinh chit 2

(a) fx,v(z,y) >0 véi moi z,y.
“+o00 400
® [ [ txr@ydody=1.

(c) Véi A C Sx,v,

P(X,Y) C 4] = // fx.v (@, g)dudy.
A

l

sam

()
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Ham mat dd xac suat dong thoi

VN
Bién ngau nhién hai chiéu lién tuc (X,Y) c6 ham mat do xac suat la

k,  0<z<6,0<y<3,
fxy(zy) = PUIPRN

0, neu trai lai.
(a) Tim hing sb k.
(b) Cho A= {(v,y) €R?* |2<x<4; 2<y< 3}, tinh P[(X,Y) C A].

l

sam
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Ham mat dd xac suat dong thoi

Gi3i. Mién A dugc minh hoa trong Hinh 1.

Y

2 4 6

Hinh 1: Mién A trong Vidu 7
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Ham mat dd xac suat dong thoi 1

sam

(a) St dung Tinh cht 2(a),(b), ta c6 k > 0 va

+oo +oo

1—//fxywy)d$dy—/dl‘/kdy=18k

—00 —00

Suy ra, k =1/18.
(b) St dung Tinh chit 2(c),

|~

4 3
P[(X7Y)eA]:P(2§X<4;2§Y<3):/d:c/
2 2
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Phan phoi xac suat ciia ham cida hai bién ngau nhién ul

sam

Xét bién ngu nhién W := g(X,Y), trong d6, X va Y 13 c4c bién nglu nhién d3 biét luat phan phbi va g(z,y) 13
mot ham hai bién nhén gid tri thuc. Ta phan tich phan phoi xac suat cia W trong mét s trudng hgp don gian.

Dinh Iy 3
Véi A= {(z,y) €R? | g(z,y) < w},

Fw(w) = P[(X,Y) C A (8)
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Phan phoi xac suat ciia ham cida hai bién ngau nhién ul

sam

Vi du 8

Cho X va Y la hai bién ngdu nhién trong Vi du 7. Tim ham phan phdi xac suit ctia bién ngau nhién
W = max(X,Y).

Gidi. Ta c6
Fw(w) = P(W < w) = Plmax(X,Y) <w] = P(X <w,Y < w) / —dxdy,

trong d6, D = {(z,y) € R* | (z < w,y < w)}.
@ Néu w <0, Fy(w) = 0.

0Neu0<w<3Fw /dm/ 18 —w—s
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Phan phoi xac suat ciia ham cida hai bién ngau nhién ey

sam

w 3
0Néu3<w§6,Fw(w)=/ d:c/ %dy:%.
0 0

@ Néu w > 6, Fiy(w) = 1.

Vay
0 néuwSO,
2 7
v néu 0 <w<3
Fw (w) = 5,8 2 ’
s néu 3 < w < 6,
1 néu w > 6.

# Trong trudng hop bién ng3u nhién W lién tuc, d& tim ham mat dé xac sudt fiy (w), ta sit dung tinh chét

v ) = ) ©)
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Ky vong ctia ham cida hai bién ngau nhién

Dinh ly 4

Cho W = ¢g(X,Y) la mot ham ciia hai bién ngau nhiéen X va Y. Khi do,

EW)=ElgX,Y)l= > > gz y)pxy(zy)
z€Sx YyeSy
néu X va Y la cc bién ngdu nhién rdi rac ¢6 ham xac suat dong thdi px,y (z,y)

400 400

E(W) = E[g(X,Y)] = / / o, 9) v (@, y)ddy

néu X va Y la cc bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat dong thoi fx,v (z,y)

sam

(10)

(11)
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Ky vong ciia ham cha hai bién ngiu nhién ul

sam

Vidu9
Cho X va Y la hai bién ngiu nhién trong Vi du 7. Tim k¥ vong ctia bién ngdu nhien W = XY J
Gidi. St dung k&t qua clia Vi du 7 va (11),
6 3 6
E(W) = / </xy1—18dy)dx:/ixdx: % =4,5
0o 0 0
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Ky vong ctia ham cida hai bién ngau nhién

Dinh ly 5
Cho h(X,Y) va g(X,Y) 1a cAc ham clia hai bién ngdu nhién X va Y. Khi do,

Elg(X,Y) £ h(X,Y)] = E[g(X,Y)] + E[A(X,Y)].

l

sam

Hé qua 1
(a) Néu g(X,Y) =g(X) va h(X,Y) = h(Y) thi ta nhan dugc

Elg(X) £ h(Y)] = Elg(X)] £ E[h(Y)].
(b) Néu g(X,Y) =X va h(X,Y) =Y thi

E(X+Y)=EX)+E®Y).
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3.2. PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN NGAU NHIEN el

sam

© 3-2.2 Phan phéi bien
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Bang phan phéi xac suét bién

Dinh Iy 6

Néu hai bién ngiu nhién rdi rac X va Y c6 ham x4c suat dong thoi 1a px v (x,y), thi cac ham xac suit bién
dugce xac dinh bdi

px(z)= Y pxy(z,y) va pr(y) = Y pxy(@y) (12)
yeESYy TES x
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Bang phan phoi xac suat bién el
Dinh Iy 7

Néu hai bién ngau nhién rdi rac X vd Y ¢6 bang phan phdi x4c suit dong thai nhu trong Dinh nghia 2 thi
bang phan phédi xac suat cia X 1a

X apil i) 0oo Tm
PX=uxz;) | PX=z1) | PX=uz2) | ... | P(X=2m)

va bang phan phdi x4c suit clia Y 1a

Y Y1 Y2 Yn
PY =y) | P U =uy) | PU=y2) | ... | P(Y =)

trong déa P(X = xl) = Z;‘Lzlpx»y(xivyj)7 1= 17' <o, M va P(Y = yj) = Z;lle,Y(x%yj)? J = 17' <y T
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Bang phan phéi xac suét bién ol

sam

# Tl cic ham xéc sult bién hay bang phan phdi xic suit bién, ta cé thé d& dang xéc dinh cac tham sb dic trung
clia cic bién ng3u nhién thanh phan X va Y.

Vi du 10

Trong Vi du 4,

@ Bang phan phdi xac suit bién ciia X 1a

P(X =) | 7/44 | 21/44 | 7/22 | 1/22

@ Bang phan phdi xac suat bién ctia Y 1a

Y 0 1 2 3
P(Y =y;) | 14/55 | 28/55 | 12/55 | 1/55
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Bang phan phéi xac suét bién 1

sam

Vi du 10 (tiép theo)
@ Ky vong clia X 13
E(X) = (0)(7/44) + (1)(21/44) + (2)(7/22) + (3)(1/22) = 1, 25.

@ Phuong sai cia X 13

V(X) = (0)*(7/44) + (1)*(21/44) + (2)*(7/22) + (3)*(1/22) — (1,25)° = 0, 59659.
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Ham phan phédi xac suit bién 1

S&‘MI
Tir dinh nghia ham phan phéi,
Fx(z)=P(X<z)=PX <zY <o) = ILm Fxy(z,y) = Fx,y(z,00).
Y—>00
Tir d6, ham phan phbi xac subt bién clia X va Y 13
Fx(z) = Fx,y(z,00) va Fy(y) = Fxy(c0,y). (13)
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Ham mat dé xac suat bién 1

S&MI
# Tir Tinh chit 2(c) ta c6 thé viét

x

Fx(z)=P(X<z)=P(X <z,Y <) = / /fxy ,ydy)

“+ o0
Tu day suy ra fx(z) = / fxv(z,y)dy. Tuong tu ta ciing cé fy (y).

Dinh Iy 8

Néu X va Y la hai bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat do xac sudt dong thdi fx,y (z,y) thi hAm mat do
xAc sudt clia cac bién ngdu nhién thanh phan X vd Y dudc xac dinh béi

/fXY z,y)dy va  fy(y /fXwa (14)
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Ham mat do xac suat bién

Vi du 11
Cho bién ngau nhién hai chiéu lien tuc (X,Y) c6 ham mat do xac suat la

kr, nbul0<y<z<l,

0, néu trai lai.

Ixy(z,y) = {

(a) Tim hing sb k.
(b) Tim céc ham mat do xac suat bien fx(z) va fy (y).

(c) Tinh ky vong va phuong sai ctia bién ngau nhién X.

l

sam
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Ham mat dé xac suat bién 1

S&‘MI
Gidi. Ky higu D = {(z,9) e R* |0 <z <1; 0 <y <z} (xem Hinh 2).
Yy

1b--=-=-=-=-=-=-===-=-=-

O

Hinh 2: Mién D cla Vi du 11
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Ham mat do xac suat bién
(a) Theo Tinh ch4t 2(a), k > 0 va theo Tinh chit 2(b),

400 400

1
1= / / fx,v(z,y)dzdy = //kxdxdy: /dm/kmdy =k
D 0

— 00 — 00

2
zodr =

o

k
3

L s , 3z, néu(z,y) e D,
Suy ra k = 3 va ham mit do xac suat déng thdi fx,v(z,y) = v nfu (xy)
0, néu trai lai.
(b) Tim cdc ham méat dd bién tir (14),

T

+oo
3zdy, 0<x <1, 327, 0<z<]1,
Ix(z) = /fX,Y($7y)dy: / :{

0 0, tréi lai,
0, trai lai,

1

+oo 3 3
3xdr, 0<y<l1, S22 0<y<,
) = [ ferlopde = / ={2 oV U=
v 0, tréi lai.
e 0, trai lai,
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Ham mat do xac suat bién

(c) Ky vong va phuong sai clia bién ng3u nhién X dugc xédc dinh nhu sau
1
Py 3
EX)= [ zx3z d:c:Z,

0

V(X) = B(X?) — (E(X))? = /x2 x 302da — (2)2 — %.
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3.2. PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN NGAU NHIEN el

sam

o 3.2.3 Phan phdi xac subt cé diéu kién
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Phan phoi xac suat cé diéu kién 1

sam

# Trong muc ndy, ta xét phan phdi xac suit cé didu kién véi diéu kién 13 mdt bién ngdu nhién. N&i dung bao
gom:

@ Bang phan phoi xac suat ¢é diéu kién
@ Ham méat db xac suat cé diéu kién

Tir d6, xdy dung céc cbng thiic tinh ky vong c6 diéu kién ciia bién nglu nhién.
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Bang phan phbi xac suat c6 diéu kién el

Dinh nghia 5

Cho hai bién ngau nhién r8i rac X, Y va y 1a mot sd thuc sao cho py (y) > 0. Haim xéc suét c6 diéu kien cia
X véi diéu kien Y = y dudc ky higu va xac dinh béi

Px|y=y(T) = px|y(z) = P(X = z|Y =y). (15)

# Tu dinh nghia xac sult c6 diéu kién ta cé

_ pxy(z,y)

Pxiv=y() Py (¥)

(16)

Dinh Iy 9

Cho X va Y ¢6 ham xac suat dong thai px,y (z,y), T va y 1a cac sd thuc sao cho px (z) > 0 va py (y) > 0.
Khi do,

Px, v (T, y) = px|y—=y(T)py (¥) = Py|x==(y)Dx (). (17)
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Bang phan phoi xac suat cé diéu kién

Tu Dinh nghia 2 ta suy ra

@ Bang phan phbi xac subt cé didu kién clia X véi diéu kign Y = y;

XY =y;

x1

€2

Im

P

PX =x|Y =y;)

P(X =z|Y =y;)

PX =zn|Y =y;)

@ Bang phan phoi x4c suat ¢é diéu kién cua Y véi diéu kién X = z;

Y|X = T;

Y1

Y2

Yn

P

PY = yi[X = 1)

P{Y = yolX = 21)

PY = yuX = 1)
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Bang phéan phéi xac suat cé diéu kién el

SAMI

Vi du 12

Tit két qua phan tich cac sb ligu théng ké trong thang vé doanh s6 ban hang (X) va chi phi cho quang cio
(Y) (don vi trieu dong) clia mot cong ty, thu duge bang phan phdi xac sudt dong thoi nhu sau:

X
v 100 | 200 | 300
1 0,15 | 0,1 | 0,14
1,6 ]0,05| 0,2 | 0,15
2 0,01 | 0,05 | 0,15

Bang phan phdi x4c suat c6 didu kien ctia X véi diéu kien Y = 1,5 va clia Y véi diéu kien X = 300 1an lugt
1a

X|Y =1,5| 100 | 200 | 300 Y|X =300 | 1
P 0,125 | 0,5 | 0,375 P 22

[
ot
[\

=
o

b
N
N
N
b
N
N
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Ham mat dé xac suat cé diéu kién 1

sam

Dinh nghia 6

Cho hai bién ngdu nhién lién tuc X va Y c¢6 ham mat do xac suat dong thai fx v (z,y). Him mat do xac
suat c6 dicu kién ctia X véi didu kien Y = y dudce ky higu va xac dinh bési

x, .
Fxiv=y(@) = frp(@) = ZXE) o ) >0 (18)
fr(y)
Tuong ty, ham mat do xac suit c6 didu kién ctia Y vé6i dicu kien X = z 13
x, L.
Frixee® = frial) = 20D 6 @) >0 (19)
fx(z) |
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Ham mat dé xac suat cé diéu kién 1

sam

# Cac ham mat d6 c6 diéu kién ciing théa man cac tinh chit cia mot ham mat dé théng thudng, ching han,

“+oo
° / Fria(y)dy = 1.

— 00

@ PY € BIX =x) :/ fyie(y)dy véi moi B C Sy.
B
# Tir (18) va (19) ta c6 thé xéc dinh dugc ham mat dé déng thai fxy (z,y) bdi

Ixy(®,y) = fr (@) fxy(®) = fx (@) fy)=(y)- (20)
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Ham mat do xac suat cé diéu kién

Vi du 13

Cho bién ngau nhién hai chiéu (X,Y) c6 ham mat do xac suat la

1 2
Fxr (@ y) = p neul<y<z<l,
’ 0, néu trai lai.

(a) Tim cac ham mat do xac suat bien fx(z) va fy (y).

(b) Tim céc ham mat do xéc sudt c6 dieu kien fx|y(x) v& fy . (y).

l

sam
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Ham mat dé xac suat cé diéu kién 1

sam

Gidi.
(a) Cic ham mat dd xac suat bién la:
xT

+oo 1
/fdy, O<z<l, 1, 0<z<l,
= fX,Y(l',y)dy = " x =

0, trailai.
0, trailai,

1
1
/;dx, 0<y<1l J-Iny, 0<y<l,
B 0, tréi lai.

v(y) = /fXwa

0,  trailai,

Vién Toan ting dung va Tin hoc (HUST) MI2020-CHUGNG 3 — MUC 3.2 SAMI.HUST - 2023 40/ 77



Ham mat do xac suat cé diéu kién

(b) Cac ham mat dé xac suat c6 dieu kién la:

— , O<y<z<l,
fxpy(z) = Perl@y) _ ) =5y,
fr(y) 0,  trai lai.
1
fXY(xay) ) 0<y<$<1,
fria(y) = 3= =(=
fx (@) 0, trailai.
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Ky vong cé diéu kién

Dinh Iy 10

Cho W = ¢g(X,Y) la mot ham ciia hai bién ngdu nhién X va Y. Khi d6, ky vong c6 diéu kién cta
W =g(X,Y) v6i dieu kien Y =y la

EWly) = Elg(X,Y)[Y =yl = > g(z,y)px|y=y(x)

zESx
néu X va Y 13 cac bién ngiu nhién rdi rac va
“+oo
BWI) = ElgX. V)Y =3l = [ go.0)fxiy()da

néu X va Y la cac bién ngdu nhién lién tuyc.

l

sam

(21)

(22)
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Ky vong cé diéu kién 1

S&‘MI
# Ky vong c6 diéu kién clia X véi diu kién Y = y 13 mét trudng hop dic biét ctia Dinh Iy 10:
EX|)Y =y) = Z zPx),(z) néu X rdirac (23)
rESx
va
—+o0
EX|Y =y) = / zfx|y(z)dr néu X lién tuc. (24)
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Ky vong cé diéu kién

Vi du 14
Véi s6 lieu ctia Vi du 12,
(a) Néu chi phi cho quang céo 1,5 tridu dong thi doanh s6 trung binh 14 bao nhiéu?

(b) Néu mudén doanh s6 14 300 triéu dong thi trung binh phai chi phi cho quing céo bao nhieu?

sam

Gidi. St dung két qua cta Vi du 12
(a) N&u chi chi phi cho quang céo 13 1,5 triéu déng thi doanh sb trung binh I3
E(X|Y =1,5) = 100 x 0,125 + 200 x 0,5 + 300 x 0,375 = 225 (triéu dong).

(b) Né&u mudn doanh sb 13 300 triéu déng thi trung binh phai chi phi cho quang céo |2

14 15 15 N
E(Y|X =300) =1 x ut 1,5 % u +2x i 1,5136 (triéu dong).
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Ky vong cé diéu kién el
Dinh nghia 7

K3 vong c6 diéu kién clia X véi dieu kien Y, E(X|Y), 12 mot ham ctia bién ngdu nhién Y sao cho néu Y =y
th B(X|Y) = E(X|Y = y).

v
Vi du 15
Gia stt ham mat do xac suit c6 didu kién ctia bién ngdu nhién X véi didu kien Y = y c¢6 dang
1
1—q? Y <z< 17
fX|Y:y(x) = {1 Y

0, néu trai lai.

Tim k¥ vong c6 diéu kien E(X|Y = y) va E(X|Y).
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Ky vong cé diéu kién

Gidi. Ta cé

+oo !
1 22 =1 1 +
E(X|Y =y) = / zfxpy(v)de = / =" = sa . 2 R
oo y
. — ) = 1ty
Tu E(X|Y =y)= Y suyra
14Y
BEXY) = ——
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3.2. PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN NGAU NHIEN el

sam

o 3.2.4 Bién ngiu nhién déc lap
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Bién ngau nhién ddc lap tq

@ Trong mét sb phép thir ng3u nhién, théng tin v& cic gi tri cha X khéng thay di bAt ky xac subt ndo lién
quan dén cic gié tri cla Y. Trong trudng hop dé ta néi X va Y ddc 1ap véi nhau.

@ Mbt sb diu hidu nhan biét tinh déc 1ap clia hai bién ngiu nhién X va Y dua trén tinh chit cda ham xéc
suat/bang phan phoi x4c suat dong thsi, ham phan phdi xac suat dong thdi, ham mat dé xac suat dong thoi
nhu trong Dinh nghia 8 dudi day.
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Bién ngiu nhién doc lap l

sam

Dinh nghia 8

Hai bién ngdu nhién X va Y dudc goi 1a doc lap véi nhau néu véi moi z, v,
(a) px,v(x,y) = px(z)py (y), néu X va Y 18i rac;
(b) fxy(z,y) = fx(x)fyv(y), néu X va Y lien tuc;
(¢) Fxy(z,y) =Fx(z)Fy(y).
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Bién ngau nhién doc lap

Vi du 16

Hai bién ngau nhién X va Y trong Vi du 11 ¢6 doc lap khong? J

Gidi. Tir kbt qua cia Vi du 11, fx v (x,vy) # fx(2)fv(y), nén X va Y khéng doc lap.
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Bién ngiu nhién doc lap 1

Vi du 17

Stt dung bién ngdu nhién hai chiéu, tinh xéac sudt dé hai ngusi gip duge nhau trong (Vi du § Chuong 1) J
(2)

@ Hai ngusi ban hen gip nhau & cng vién trong khoang thsi gian tir 17h00 dén 18h00. Ho quy udc ndu ngusi
nao dén trudc thi sé doi ngudi kia trong vong 10 phit, sau 10 phat doi néu khéng gip sé vé. Thai diém dén cia
hai ngudi 13 ngiu nhién va déc lap véi nhau trong khodng thdi gian trén. Tinh xac subt hai ngudi gip duoc nhau.
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Bién ngau nhién ddc lap tq

Gidi. Quy gbc thai gian v& ldc 17h00. Goi X va Y I3n lugt 13 bién nglu nhién chi thai diém dén cla hai ngudi
trong khoang thdi gian tir phit thit 0 dén phiit thir 60. X va Y 13 cac bién ng3u nhién lién tuc c6 phan phbi déu
trén [0;60]. Do X va Y dbc Iap nén chiing c6 ham méat dé xac suat dong thdi

1 2
—, (z,y) €]0,60]",
P (@) = fx (@) fr(y) = 36007 (7¥) € (0600
0, ngugc lai.
Dit W = |X — Y. Khi d6, xac sult hai ngudi gip dugc nhau 13
P(W < 10)= P(|X — Y| < 10) = P((X,Y) € D),

trong dé D 1a giao clia mién |z — y| < 10 va hinh vudng [0;60]% (xem Hinh 3).
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Bién ngau nhién doc lap

Yy
60
y=x+10
y=x—1D
10
x
© 10 60

Hinh 3: Mién D cla Vi du 17

Suy ra
60 x—10
2500 11
jo 10)=1-2 1 g, —q_2000_ 11
(W <10) / | 3500 3600 36
10 0
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Bién ngiu nhién doc lap tq
Dinh Iy 11
Véi hai bién ngdu nhién X va Y, néu mot trong cic tinh chéit sau 1a ding thi cac tinh chit con lai cling
ding va X va Y doc lap véi nhau.
© Néu X va Y rdi rac
(@) pxy(z,y) =
(b) pX|Y=y(x) =
(c) pPy|x=2(y) = py(y) v6i moi x v y véi px(x) > 0.
(d) P(X CA,Y C B)= P(X C A)P(Y C B) v6i moi A C Sx va B C Sy.
@ Néu X va Y lien tuc

px ()py (y) v6i moi = va y.
px (z) v6i moi z va y véi py (y) > 0.

(@) fx,v(z,y) = fx(z)fv(y) véi moi z va y.

(b) fxjy=y(x) = fx(x) v6i moi = va y vé6i fv(y) > 0.

(c) fyix=2() = fyr(y) v6i moi x va y véi fx(z) > 0.

(d) P(X CA,Y C B) = P(X C A)P(Y C B) véi moi A C Sx va B C Sy.
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Bién ngau nhién doc lap el

sam

Vi du 18

Goi bién ngdu nhién X va Y lan luct 1a chidu dai va chiéu rong cltia mot chi tiét may duge gia cong. Gia st
X va Y la céac bién ngdu nhién doc lap va gia sit X tuan theo luat phan phéi chuan véi trung binh 10,5
milimét va phuong sai 0,0025 (milimét)?, Y tuan theo luat phan phdi chudn véi trung binh 3,2 milimét va
phuong sai 0,0036 (milimét)?. Tinh xéac sudt dé 10,4 < X < 10,6 va 3,15 <Y < 3,25.

Gigi. Vi X va'Y doc lap nén

P(10,4 < X < 10,6,3,15 < Y < 3,25) = P(10,4 < X < 10,6)P(3,15 < Y < 3,25)

= [o ()~ ()] 2 Cams )~ Cros )
- (@(2) - @(—2)) (@(0,83) - @(—0,83)) — (2% 0,97725 — 1)(2 x 0, 79673 — 1)
~ 0,5665
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Bién ngau nhién doc lap

Tinh chjt 3
Véi hai bién ngdu nhién doc lap X va Y ta c6
(@) Elg(X)h(Y)] = Elg(X)]|E[R(Y)].
(b) E(XY)=E(X)E(Y).
(c) E(X|y) = E(X) v6i moi y € Sy.
(d) E(Y|z)=E(Y) véi moi z € Sx.

l

sam
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3.2. PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN NGAU NHIEN el

sam

© Bai tap Muc 3.2
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Bai tap o1

S&Ml
Bai 1
Tinh chit nao sau day ctia ham xac suat dong thoi ctia hai bién ngdu nhien (X,Y) la SAT:
A. pxy(z,y) >0 C. Y icsy 2oyesy Px.y(z,y) =00
B. pxy(z,y) <1 D. pxy(z,y)=PX =Y =y)

Bai 2

Tinh chit nao sau day ctia ham phan phdi xac suit dong thdi clia bién ngdu nhién hai chiéu (X,Y) la SAL:

A. Fxy(z,y) 20 D. Fxy(z,y)=PX <zY <y)
B. Fxy(z,y) <1 E. Fxoo(z,y) = Fx(z)
C. FX’Y( O) = 0 F. FX,Y(ZIf,y) = P(X S -Z',Y S y)
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Bai tap o1

sam

Bai 3
Cong thitc ndo tinh P(a < X < b,c <Y < d) dua vao ham phan phéi x4c suat dong thdoi clia bién ngau
nhién hai chiéu (X,Y) 1a DUNG:

A. Fxy(b,d)— Fxy(bc)— Fxy(a,d)+ Fx,y(a,c)

B. Fxy(bd)— Fx,y(bc)+ Fx,y(a,d) + Fx,v(a,c)

C. Fxy(bd)+ Fx,y(bc)— Fxy(a,d)+ Fx,y(a,c)

D. Fxy(b,d)+ Fx,y(bc)+ Fx,y(a,d) — Fx,y(a,c)

C. Fxy(bd)— Fxy(bc)— Fxy(a,c)+ Fx,y(a,d)

D. Fx,y(b,d)— Fx,v(a,c) — Fx,y(a,d) + Fx,y(b,c) )
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Bai 4

Cho bién ngau nhién hai chiéu (X,Y’) c6 ham xac sudt dong thdi xac dinh nhu sau:

cr, x=1,2;y=1,2,3,
Py (@y) = {0, trai lai.
Mién gid tri Sx,y cta (X,Y) va hing s6 c la:
A. Sxy ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)} va c=1/9
B. Sxy =1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)} vac=2/9
C. Sxy=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)} va c=1/12
D. Sxy ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)} vac=1/6

l

sam
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l

sam

Bai 5

Cho bién ngdu nhién hai chiéu (X,Y) c6 bang phan phéi xac suat ddng thai xac dinh nhu sau:

Y
e 1 2 3

1] 3/36 | 6/36 | 1/36
12/36 | 8/36 | 0

31 6/36 | 0 0
Xac suat P(X < 1,5, Y >0,5) la:
A. 9/36 C. 10/36 E. 15/36
B. 22/36 D. 7/36 F. 12/36 )
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Bai tap a

Bai 6

Trong 3 lan tung mot dong xu can déi dong chat, goi X bién ngiu nhién chi s6 1an dong xu xuat hien mat
ngita, Y 1a bién ngiu nhién nhan gia tri 0 néu khong 1an nio dong xu xuit hién mat ngita, con lai nhan gia
tri 1. Khi d6 px,y(2;1) bang:

A. 3/8 C. 2/8 E. 1/8
B. 4/8 D. 5/8 F. 6/8 |
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Bai tap 1

sam

Bai 7

Cho bién ngau nhién hai chiéu (X,Y) c6 bang phan phdi xac suat dong thai la:

X
v 1 2 3

1] 1/9]1/9 | 1/9
2/9 | 2/9 | 2/9

Bang phan phdi xac suit bien ctia X 1a:

A [X[TT2]3 b [X[ T [2]3
" [P 1/9 ] 1/9 | 1/9 " [P 1/3[1/3|1/3
s [X[ 123 o (X1 ]2
" [P 2/9]2/92/9 " [P |1/3]1/3
XT 1] 2 XT 1] 2
C P13 23 SN APEARE |
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Bai 8
Mot dong xu khong dong chat véi xac suat xuat hien mat ngiia 13 0,4. Ngudi ta tién hanh tung dong xu nay
hai lan. Goi X 1a s6 lan mit ngita xuét hién trong lan tung dau tién, Y 1a s6 1an xuét hién mat ngita trong
c4 hai lan tung dong xu. Bang phan phdi x4c sudt dong thoi cta (X,Y) la:
Y 0 1 2 Y 0 1 2
A X C X
’ 0| 0,36 | 0,24 0 ’ 00,3 ] 0,24 0
10,12 | 0,12 | 0,16 1] 0] 03 |06
Y 0 1 2 Y 0 1 2
B X D X
0] 0,2 | 0,24 0 ’ 0| 0,36 | 0,24 0
10,16 | 0,24 | 0,16 1] 0 | 0024016 |
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Bai 9

Tit mot lo keo c6 4 keo vi cam, 2 keo vi tao va 3 keo vi 61, 14y ngdu nhién 2 chiéc keo. Goi X 1a s6 keo vi cam
va Y la la sb keo vi téo trong 2 chiéc dugc lay ra. Bang phan phdi xac suat dong thoi cta (X,Y) la:

X Y
v 0 1 2 < 0 1 2
A. 0| 3/36 | 6/36 | 1/36 C. 0 | 3/36 | 6/36 | 1/36
1| 12/36 | 8/36 | 0 1| 12/36 | 8/36 | 0
216/36 | 0 0 216/36 | 0 0
Y
< 0 1 2 v ) 5
B. 0 | 3/36 | 6/36 | 1/36 %S
5T6/36 0 G 1| 12/36 | 8/36 | 0
6/36 | 0 0 | |
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Bai tap o1

sam

Bai 10

Cho bién ngau nhién X va Y c6 bang phan phdi x4c suat dong thoi nhu sau:

Y

x 1 2 3
1 012 | k | 0,03
2 0,28 | 0,35 | 0,07

(a) Tim tham sb k.

(b) Tim ham x&c suat bién ctia X va Y.
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Bai 11

Cho bién ngau nhién hai chiéu (X,Y) c6 ham xac suit dong thai 1a:

1/9z, z=1,29y=1,2,3,
px,y(z,y) = R
0, trai lai.

Tim ham xac sudt cta Z = X + Y.
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Bai tap tq

Bai 12

Mot siéu thi c6 hai quay thanh toan, ty 1& thai gian ban phuc vu ctia quay thi nhat v thtt hai 1an lugt 13 X
va Y. Bién ngiu nhién hai chiéu (X,Y) c6 ham mat do xac suat dong thai la:

r+y, 0<zy<l,
fxy(z,y) = P
0, trai lai.

Tim P(X < 1/3,Y > 1/2).

Bai 13

Mot xa thit bin vao bia tron c6 ban kinh 5 va tam (0,0). Gia st réng hai bién ngdu nhién X va Y c6 phan
phéi déu. Ham mat do xac suit dong thai cia (X,Y) la:

1

fxv(@,y) = { 257’
, trai lai.

0<a?+y? <25,

Tim xic suat P(4 < X2 +Y? <9).
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Bai tap :1!
Bai 14

Gia st thoi gian hoat dong (nam) clia chi tiét may thit nhat va thit hai 14 bién ngdu nhién hai chiéu (X,Y)
c6 ham mat do xac sudt dong thoi:

373V, 2> 0,y >0,
0, trai lai.

Ixy(z,y) = {

Tim ham mat do xac suat clia thoi gian hoat dong cho titng chi tiét may.

Bai 15

Tit mot kho hang duge ba hang cung cip gom 3 thiét bi clia hang A, 5 thiét bi ctia hang B, 4 thiét bi ctia
hang C, 14y ngdu nhién ra 3 thiét bi. Goi X va Y lan lugt 1a s6 thiét bi ctia hang B va hang C trong 3 thiét
bi dugc lay ra. Lap bang phan phdi xac sudt dong thdi cho bién ngdu nhién hai chidu (X,Y).

o
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Bai tap «q

sami
Bai 16
Cho X,Y la cac bién ngdu nhién doc lap, c6 phan phéi Poisson v6i tham s6 Ax = 1 v A\y = 2. Tinh xéc
sudt ctia cac sy kién sau:

(a) S6 nhé nhét trong céc s6 X,Y khong nhé hon 1.

(b) Sb nho nhat trong cac sé6 X,Y bing 1.

Bai 17

Gia stt rang thoi gian hoat dong theo don vi nam ciia hai chi tiét may th@ nhat va thit hai 13 bién ngiu nhién
hai chiéu (X,Y) c6 ham mat do xac sudt dong thoi:

3¢V, x>0,y > 0;
0, trai lai.

Ixy(z,y) = {

Tim xac suat dé chi tiét may thit nhat hoat dong it hon 2 nam va thdi gian hoat dong chi tiét thit hai it hon
1 nam.

v
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Bai tap ey

sam
Bai 18

Gia st raing thoi gian hoat dong theo don vi ndm ctia hai chi tiét may thit nhat va thi hai 14 bién ngdu nhién
hai chiéu (X,Y) c6 ham mat do xac suat dong thai:

3¢ 7Y, x>0,y >0;

0, trai lai.

fxy(z,y) = {

Tim ham phan phdi x4c sudt dong thdi Fx, vy (x,y) cho thdi gian hoat dong ciia hai chi tiét may.

Bai 19

Mot mach dién gom hai thiét bi mic song song. Thdi gian hoat dong clia hai thiét bi 1a bién ngdu nhién
X,Y doc lap c6 phan phdi mii véi tham s6 Ax = Ay = A > 0.

Xe 2 >0, Xe M, 4 >0,

fx(z) = {O, trai lai. fr(y) = {(), trai lai.

Tim ham mat do cia Z = X + Y la thoi gian hoat dong ctia mach dién.

v
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Bai 20

Cho bién ngéu nhién hai chiéu (X,Y). Tinh chat nado ctia phan phéi x4c suat c6 diéu kien Fx|y—,(z) sau
day 1a SATL:

A. Fxy(z,y) = Fxjy=y(z)Fyr(y) C. Fxjy=y(o0)=1
B. Fx|yzy(.’l}) > 0 D. P(X < ZII|Y = y) = Fx|y:y(2})
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Bai tap 1

sam

Bai 21

Cho bién ngau nhieén hai chiéu (X,Y) c6 ham phan phdi x4c suat dong thoi 1a Fx v (z,y) va hai ham phan
phdi x4c sudt bien 1a Fx (z), Fy (y). X v& Y dugc goi 14 doc 1ap néu va chi néu:

A.  Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) D. Fxy(z,y) # Fx(z)Fy(y)
B. Fxy(z,y) # Fx(z) + Fr(y) E. Fxy(z,y) = Fx(x)/Fy(y)
C. Fxy(z,y) = Fx(z)+ Fy(y) F.  Fxy(z,y) # Fx(z)/Fy(y) )

Vién Toan ting dung va Tin hoc (HUST) MI2020-CHUGNG 3 - MUC 3.2

SAMI.HUST - 2023 73/77



Bai tap ol

SAMI

Bai 22

Mot dong xu khong dong chat véi xac suat xuat hien mat ngia 13 0,4. Ngudi ta tién hanh tung dong xu nay
hai 1an. Goi X 14 s6 1an mit ngita xuét hién trong lan tung dau tién, Y 1a s6 1an xuét hién mat ngita trong
cé hai l1an tung dong xu. Bang phan phdi xac sudt dong thsi cia (X,Y) la:

Y
e 0 1 2
01036024 0
1] 0 024016
Khi d6,
1/5, z=0,1, 1/3, z=0,1,
A. _i () = C. u(z) =
pxiy=1(2) {0, trai lai. pxiy=1(2) {0, trai lai.

1/2, =z=0,1,
0, trai lai.

{1/4, z=0,1,

0, trai lai.

D. PX|Y:1($) = {
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Bai tap el
Bai 23

Mot siéu thi c6 hai quay thanh toan, ty 1é thsi gian ban phuc vu clia quay thi nhat va thit hai 14 X,Y. Bién
ngau nhién hai chid¢u (X,Y’) c6 ham mat do xac suat dong thai la:

(x+y), 0<=zy<1,
fXaY(z7y) = 28 718
0, trai lai.

P(X < 1/2Y > 1/3) la:

A, 11/28 c. 17/9
B. 11/36 D. 1/4
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Bai tap 1

sam

Bai 24
Cho bién ngau nhién hai chiéu (X,Y) c¢6 ham mat do xac suat dong thoi la:

f(x,y):{6(1_y)’ 0<z<y<l,

0, trai lai.
Khi dé,
6y —6y°, 0<z<y<l, —t - 0<x<y<l,
A fxpyoy(@)=3 YT B C. fxpyoy(a) =4 =0 © =% -
0, trai lai. 0, trai lai.
Y, 0<$§y<17 l, 0<m§y<1,
B. fxjy—y(z) = P D. fxjy=y(z)=47 P
0, trai lai. 0, trai lai. )

Vién Toan ting dung va Tin hoc (HUST) MI2020-CHUGNG 3 — MUC 3.2

SAMI.HUST - 2023 76 /77



Bai tap a
Bai 25

Cho bién ngdu nhién hai chiéu (X,Y") c6 bang phan phdi xac suat dong thai la:

X
v 0| 1 | 2
1]2/9[1/9] 0
2 | 1/9 | 2/9 | 3/9
E(X]Y =1) L
A. 8/9 C. 1 E. 2/3
B. 1/9 D. 0 F. 1/3 |
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